T في‎ te, 
نظرية الإحتمالات‎ 


Introducti 
JCÎION t 
Probability heor 


رس in‏ 
!| حور 


pA مكار عه‎ eek و ی‎ clin 
الك تاب | مصقدمدك قي نظرية الاحتمالات‎ gly 


رق هه الإيداع : 2010/7/2639 


الواصف ات : نظرية الاحتمالات / الاحصاء الرياضي 


جميع حقوق الملكية الأدبية والفنية محفوظة لدار المسيرة للنشر والتوزيع glee‏ - الأردن 

ويحظر طبع أو تصوير أو ترجمة أو إعادة تنضيد الكتاب كاملا أو مجزا أو تسجيله على اشرطة 

كاسيت او إدخاله على الکمبیوتر أو برمجته على إسطوانات ضوئية إلا بموافقة الناشر خطياً 
Copyright © All rights reserved‏ 


No part of this publication my be translated, 
reproduced, distributed in any from or buy any means,or stored in a data 
base or retrieval system , without the prior written permisson of the publisher 


الطبعة الأولى 2011م - 81432 


eres‏ ييا 


Yloic‏ الدار 


الرئيسي : عمان - العبدلي - مقابل البنك العربي هاتف : 5627049 6 962+ فاكس : 5627059 6 1962 
صندوق بريد 7218 عمان - 11118 الأردن 


E-mail: Info@massira.jo . Website: www.massira.jo 


INtroduction To 
Probability ۷ 


اسمر ار الإسلامى päka‏ 
تساه Ar» Lew‏ آي الله السظمی 

السيئد محمد -حسين فضل الله العامة 

ال كم 56 i‏ 
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إلى من فارقوا الحياة منن أن كنت صغيرا... 
لهم الرحمة من الله سبحانه وتعالى. 
إلى من رافقت مشوار حياتي......زوجتي. 
إلى إخوتي 4 وطني العزيز... 
إلى بناتي اللاتي يطمحن 2 العلم والتعلم. 
إلى أصدقائي الذين فارقتهم منن زمن... 
إلى أساتذتي الذين علموني... 
إلى زملائي 2 المهنة...الذين وقفوا إلى جانبي 2# اليمن السعيد. 
إلى جميع أبناء وطني ... 
أهدي هذا الجهد التواضع 


a ER EAE EAE E قانون دي مورجان‎ 3-1 


CO O O OE الفرق التناظري‎ 4-1 
ENERO الضرب الديكارتي‎ 5-1 
00101 1 NE E ONE RE صف المجموعات‎ 6-1 
DE المجموعة المحدودة من الأعلى‎ 7-1 
0 المجموعة المحدودة من الأدنى‎ 8-1 
2 ai taee eee T اجموعة المعدودة‎ 9-1 
O O O AE المجموعة الغير معدودة‎ 10-1 
e E A E E E E E تمارين الفصل الأول‎ 
الفصل الثاني‎ 
مقدمة 2 الاحتمالات‎ 
O SR ES Selo مقدمة‎ 1-2 
ER E O OO تعاريف أساسية‎ 2-2 
E A ETA الاحتمالية البسيطة‎ 3-2 


REII AAE teehee tinct tea tet acts? بدیهیات الاحتمال‎ 6-2 


7-2 عمليات على الأحداث وقانون جمع الاحتمالات A E‏ 

8-2 العینات العشوائية ی 

BA cit ai ga cate الاحتمال الشرطي والاستقلال ا‎ 9-2 

[ee eRe RE tree ere تمارين الفصل الثانى‎ 
الفصل الثالث‎ 


2-3 المتغير العشوائي et ee‏ ی OD‏ 
3-3 المتغيرات العشوائية التقطعة ea pean aus‏ 0 0000000 
4-3 التوقع الرياضي وخواصه E‏ ی Oa‏ 
5-3 العزوم للمتغير العشوائي المتقطع ES‏ ی OO. sisi‏ 
6-3 الدالة المولدة للعزم DEPTS ORS E‏ 
7-3 التحويل في المتغيرات العشوائية التقطعة اساسا ال و 
تمارين الفصل الثالث LOE ENO A‏ 
الفصل الرايع 
التوزيعات الا حتمالية المتقطعة الخاصة 
1-4 توزیع برنولي eos ERS‏ و روموت و | 
2-4 التوزیع ثنائي الحدين ا AAEE‏ 
3-4 التوزیع البواسوني رو SS‏ 
4-4 التوزیع امندسي te neues‏ اوور المع هس 


5-4 التوزيع ثنائي اخدین السالب LN ESER‏ 


6-4 التوزيع اهبر جيومتري e‏ رک TD PENE E AE‏ 
تمارين الفصل الرابع OO E E O‏ وم 7 
الفصل الخامس 
المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الاحتمالية 
1-5 مقدمة و افتاه E e ENE I IENE EN T‏ 
2-5 التوزيع الاحتمالي للمتغير الستمر A IEE E a‏ 
3-5 المتوسط والتباين في التوزيع الاحتمالي المستمر 95 01 O‏ 
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2-4-7 دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغيرات العشوائية التقطعة 


3-4-7 دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغيرات العشوائية المستمرة . 
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الفصل التاسع 
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5-9 خصائص توزيع فيشر 0002 ee‏ 
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7-9 نظرية النهاية الرکزية کب 


PION TITE EREET مر‎ E الجتمع‎ 2-0 
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I TE معالم الجتمع‎ 2-2-0 


3-0 توزيع المعاينة للمتوسطات SES RETARD‏ او 


الفهرس — 


1-3-10 متوسط توزيع المعاينة للمتوسطات A ao‏ مس 21 
2-3-0 تباين توزيع المعاينة للمتوسطات ل 
3-3-0 طبيعة توزيع المتوسطات aie‏ سو و د 
4-0 توزيع المعاينة للنسبة E ESOS ASS‏ 
5-0 توزيع العاينة للفروق والمجاميع ici rich a deep E ETTAN‏ 00001 
6-0 توزيع المعاينة للتباين وتوزيع العاينة لنسبة تبايني عينتين 1000000000009 
تمارين الفصل العاشر O a ASO T‏ 
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۱ اب 


یت العالین» والصلاة والسلام علی GL‏ آلرسلین rt hast‏ عبد اه 
الصادق الامین 

lei 

نظراً لاتساع عملية التعامل مع الاحتمالات وتوزيعاتها »إذ أصبح ها تطبيقات 
كثيرة ومتعددة في مختلف مجالات الحياة »وآصبح هذا الوضوع يدرس في ALF‏ دور 
أغني الموضوع من بعض المصادر المهمة c‏ حيث إذ تناولت أمثلة كثيرة في كل فصل 
لإغناء وتوضيح ما ورد من تعاريف أو نظريات.كما وضعت في نهاية كل فصل عدد 
من التمارین وذلك للمساعدة في التدريب على المواضيع ولتحسين قدرة القارئ على 
فهم هذه المادة. 
النظريات والبديهيات المتعلقة بهاءوتضمن الفصل الثالث المتغيرات العشوائية المتقطعة 
وما يتعلق بها من تعاريف ونظريات معززة بالأمثلة » أما الفصل الرابع فقد تضمن 
التوزیعات الاحتمالية المعلقة بالتغیرات العشوائية التقطعة» ثم تضمن الفصل 
الخامس المتغيرات العشوائية ال ل on‏ الخاصة في الفصل 
الساد س ».و قل كان الفصل السابع ي: يتضمن المتغيرات العشوائية ذات البعدين سواء 
كانت متقطعة آم مستمرة وقد Ty‏ 


AAT 


توزيعات الاحصاء الاستدلالي وبشكل خاص توزيعي ستيودنت(1)وتوزيع 
فيشر( CE‏ ثم تناولنا في الفصل الأخير من هذا الكتاب توزيعات المعاينة من اجل 
وضع أو إعطاء صورة مناسبة عن الجانب التطبيقي لنظرية الاحتمالات. 

واني إذ أضع هذا المؤلف لابد من التأكيد على gl‏ استفدت كثيراً من تجربي 
التدريسية هذه المادة وكذلك لما وجدته في بعض المؤلفات الأجنبية والعربية من 
مداخل لإغناء هذه النظرية» وأتمنى أن يلقى هذا المؤلف قبولاً في الوسط العلمى 
لیکون Lew‏ یفن Eee‏ المربية ویقدم للقازی رذع غلماً سواء بالسبة لطلیا ار 
أساتذتنا المختصين بهذه المادة» كما ارجوا أن یکون للاحظاتهم دور في إغناء تجربتي 
ا لستقبلية Lots‏ آقدم شكري وامتناني للأستاذ الدكتور محمد احمد لطف اجوفي عمید 
كلية التربية (النادرة) لدعمه التواصل لي خاصة وللبحث والتالیف عامة »كما آقدم 
شكري لجميع أساتذة فسم الریاضیات لتعاونهم معي.ولابد هنا من تقدیم الشکر 
والامتنان للدکتور رافد رشید والدکتور محمد ولید آستاذا LAU!‏ العربية القدیرین 
مراجعتهما اللغوية لفصول للکتاب. 
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Os 


الفصل الأول 


1-1 تعاريف وامثلة 
2-1 عملیات على الجموعات 

3-1 قانون دي مورجان 

4-1 الفرق التناظري 

5-1 الضرب الديكارتي 

6-1 صف الجموعات 

7-1 المجموعة الحدودة من الأعلى 
8-1 المجموعة الحدودة من الأدنى 
9-1 المجموعة امعدودة 

10-1 المجموعة الخیر معدودة 
تمارین الفصل الأول 


نظرية الحموعات 


Set Theory 
تعتبرامجموعة من أهم المفاهيم الأساسية في العلوم الرياضية » إذ بُنيت على‎ 
561)»)وأسس ها ولاول مرة في الرياضيات العام‎ Theory) ole pat! آساسها نظرية‎ 


(1918-1845)¢Le(George Cantor) guy‏ وواصل بعده کثر من العلماء 
الرياضيين» وتناول هذا الموضوع في فروع مختلفة من الرياضيات ومنها الجر المجرد 
والمنطق الرياضي والتبلوجي»...ومن ثم في نظرية الاحتمالات.[1] 

وسنقدم في هذا الفصل بعض الفاهیم الأساسية من نظرية انجموعات وخاصة 
ما يتعلق منها بمفردات هذا الکتاب: 
1-1 تعاريف وأمثلة Definitions And Examples‏ 

فيما يأتى بعض التعاريف والأمثلة المهمة التى نضعها لكي يتعرف عليها 
القاری للاستفادة e‏ الفصل الاحق. ۱ ۱ 
1-1-1 المجموعة Set‏ 

هي تجمیع عدد من الأشياء التميزة والعرفة بشکل جيد وال يعبر عنها 


باستخدام حروف کر ب (AGB‏ ويرمز لعناصرها جروف صغيرة( ۵,۰۰ ) . 


1-1 مثال‎ 
A SP و ور ی‎ 2 gd و‎ 
۱۷ BR DS gd gr, gate 
Do S AO: DOE j 
و‎ =f x éN IOS EDO 


oe 


الفصل الأول — 


2-1-1 المجموعة الخالية Empty set‏ 
هي المجموعة التي لا تحتوي على العناصر ويرمز ما بالرمز(0) وهي في حقيقة 
الا ف “fess‏ 
مثال 2-1 
مضاعفات العدد )5( بين الصفر و الواحد هي جموعة خالية وتساوي Ø‏ 
3-1-1 المجموعتان التساویتان: 
نقول إن المجموعة A‏ تساوي امجموعة ‏ ]13 تکونتا من العناصرنف‌سها.آو كانت 
کل واحدة منها مجموعة جزئية من الا حری أي آن: 
ASB‏ ج لمج قري 4 . 
مثال 3-1 
A={x EN ,4<x <12}‏ 
B={4,5,6,7,8,9,10,11,12} >A=B‏ 
4-1-1 المجموعة الجزئية Subset‏ 
نقول أن المجموعة A‏ مجموعة جزئية من المجموعة B‏ إذا كان كل عنصر من A‏ 
هو عنصر من 8 وتكتب ACB‏ ونقول إن 4 مجموعة جزئية فعلية(]505956 (proper‏ 
من 8 إذا وجد عنصر من 8 لا ينتمي إلى A‏ وتكتب (ACB)‏ وبذلك يكون تعريف 
المجموعة الحرئية على هذا TPN‏ 
AcBaaéAaeB‏ 
مثال 4-1 
لتکن 2,4,6 B={1,5,2,4,6) AS‏ فان ACB‏ 
2-1 عملیات على المجموعات Operations on Sets‏ 


هناك مجموعة عمليات يمكن إجراءها على المجموعات للحصول على 
مجموعات جديدة ويمكن تلخيصها با يأني : 
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بلص ههيب بي سس نظرية المجموعات 
sled) 1-2-1‏ مجموعتين Union of Sets‏ 

إذا كانت A‏ و8 مجموعتين فان اتحاديهما هو جميع العناصر all‏ تنتمی إلى کل 
منهما أو كليهما ويرمز له بالرمز(8 4 ) أي أن: 


OF ves‏ ام اقب 


ولتوضيح ذلك ببعض الرسوم من أشكال فن: 


مثال5-1 
Le 3p‏ از 
Oy OG ly‏ £2 ار SAO‏ الاي 20-40 ی BEST‏ 
من تعريف الاتحاد نستنتج مايلي: 
Ac AUB .[‏ 
BC AUB 2‏ 
3 ل = AUD‏ 
4 لأي ثلاث مجموعات فان: (AUB)UC=AU(BUC)‏ 
2-2-1 تقاطع مجموعتين Intersection‏ 
إذا كانت 4 و 8 مجموعتين فان تقاطعهما هو جميع العناصر المشتركة بينهما 
ويرمز له بالرمز( 48 ) أي إن: 


ANB {rie and veal 


زل حط 2 (5-L) Suh‏ أعلاه إن: 


iT 


الفصل الأول = 


یکن best‏ التقاطع بالأشكال أدناه: 


1 
2 

3 

AnB=BNnA 4 

GY .5‏ ثلاث مجموعات فان: (0ه 8) م ^C)‏ 4( = عم (ANB)‏ 
6 


وتكون الخاصية المختلطة من الاتحاد والتقاطع هي: 
=(ANC)JU(BNC)‏ عم و8 (AU‏ 
3-2-1 الفرق بين المجموعات Sets Difference‏ 
إذا كانت 4 و 8 مجموعتين فان الفرق بينهما هو المجموعة التي تتكون من جميع 
عناصر المجموعة 4 والي لا تنتمي إلى ا مجموعة B‏ .يرمز لما بالرمز (A-B)‏ أي إن : 
(8 ۶ ۸۸۲ ع بر : :() < ۲ -ر 
في المثال )5-1( فان: 
A -B ={1,3}‏ 
4-2-1 المجموعتان المتفصلتان Disjoin Sets‏ 
المجموعتان ole gat A,B‏ منفصلتان. إذا كان م = ۸68 لا يوجد عناصر 
ر ها ۱ 


e 


Ole peat! سس نظرية‎ 


مثال 6-1 
لتکن ,۲4,9 ۸ و 01,5,7- 2 فهل AB ol‏ منفصلتان ؟ 
ها أن ۸ = 4۱8 فان المجموعتان منفصلتان . 


5-2-1 المجموعة المكملة Complement Set‏ 
إذا كانت ACB‏ فان 4-8 يسمى مكملة امجموعة B‏ بالنسبة للمجموعة A‏ 
ويرمز له بالرمز( (A‏ وإذا كانت [EU‏ مجموعة ALLS‏ فان : 
A ={xeU:xe A}‏ 
ومن خصائص التممة: 
A= (A) al‏ 
f =U 2‏ و ثم - U‏ 


c A4‏ قح قزري مم 

AEDS ED. 

۸4 ۲ A’ = @ 

AU A’ = U 

7 هیا‎ E 

UNG=¢@. 

ويمكن تمثيل الفرق والمكملة بالإشكال الآنية: 


OYA vA BR نا‎ 


الشكل المظلل fre‏ الفرق A-B‏ 


sos 


الفصل الأول 


Aids‏ عض gig‏ روت 
o‏ إذا كانت U‏ مجموعة شاملة و A‏ و 8 مجموعتين جزئيتين منها فان: 
A-B=AMB .1‏ 
1ت an oe‏ 
A-B=B-A 3‏ 
. رای اج ل - و ۸۰ 


© إذا كانت U‏ مجموعة شاملة و4 و8 Cy‏ مجموعات جزئية منها فان: 
A-(BUC)=(A-B)N(A-C) 1‏ 
A-(BNC)=(A-B)U(A-C) 2‏ 
3-1 قانون دي مورجان De Morgan's Law‏ 
لتکن 5 جموعية ٠‏ إذا کانست C els CoS‏ مكل 0 ي 5 
(5-0 = ©) فانه GY‏ 5 > 4,8 يكون: 
(ANB) = AUB 1‏ 
(AUB) =A OB 2‏ 
4-1 الفرق التناظري Symmetric Difference‏ 
إذا كانت 4 و B‏ مجموعتين انسمي ((8 (A+‏ أو (AAB)‏ بالفرق التناظري 
للمجموعتين وهو جميع عناصر B‏ التي لا تنتمي إلى A‏ وجميع عناصر 4 التي لا تنتمي 
إن obee‏ 
A+B=(A-B)U(B-A)‏ 
وبذلك نستطيع إن نعرف الفرق التناظري كما يأني: 


ار ای 


نظرية الحموعات 


A+B=(ANB)U(BOA) 
(A+ B)+C=A+(B+C)5 4+ < + 4 وان‎ 


ملاحظة: 
إذا كانت 7 تنل مجموعة کل الأدلة560 (Index‏ فانه لكل ۰7 / و به 
تجموعة یکون : 


UA, ={x:dreT,xeA,} .1 


CA TERETE TET xe Ay 2 


ie? 
Cartesian Product الضرب الديكارتي‎ 5-1 

يسمى حاصل الضرب الديكارتي أو الحداء مجموعتين 4 و8 oh‏ مجموعة كل 
الأزواج المرتبة التي مركبتها الأول من 4 ومركبتها الثانية من 8 ويرمز لها بالرمز 

AXB‏ أي آن: AXB = {(a,b):a € AAD € B}‏ .إذ أن (a,b)‏ يمثل زوج مرتب. 

6-1 صف المجموعات 

نسمى صف مجموعات A‏ أو قوة 4 بأنه امجموعات المتكونة من كل wle ptl‏ 
الجزئية من ۸ .ونرمز له بالرمز GIPA‏ أن: 

EE 

إن صف الجموعة دائماً غير خال لان #و 4 من ضمن عناصر PCA)‏ 

7-1 مثال‎ 
£ P(A) فاوجد‎ A= {a,b} كانت‎ 13 


Jel 


E 


عدد المجموعات الجحزئية يساوي ”2 .حبث أن ”يملل ote‏ عناصر المجموعة 
الأصلية 4 . 


سنرمز إلى (A)‏ :للدلالة على عدد عناصر امجموعة A‏ 
ونرمز إلى n(P(A))‏ :عدد المجموعات الحزئية للمجموعة 4 . 
مثال8-1 
إذا كانت # =4 فاوجد (P(A) P(A). n(A)‏ ؟ 
JH‏ 
OY n(A) =0‏ المجموعة A‏ خالية من العناصر. 
م = P(A)‏ وان 1= 25 = n(P(A))‏ وهو jis‏ عدد المجاميع الجزئية. 
7-1 المجموعة المحدودة من الأعلى Upper Bound‏ 
إذا كانت ACR‏ فنسمي A‏ مجموعة محدودة من الأعلى إذا وجد عدد مثل 
M‏ بحبث أن ASM‏ ونسمي M‏ حداً أعلى للمجموعة A‏ . 
مثال9-1 
لتكن (2,7) -4 فان 4>7 لكل 4 ع + . لذلك فان 7 هو الحد الأعلى 
للم هه 
8-1 المجموعة المحدودة من الأدنى Lest Bound‏ 
إذا كانت ACR‏ فنسمي 4 مجموعة محدودة من الأدنى إذا وجد عدد مل 
M‏ بحيث أن AZM‏ ونسمي M‏ حداً آدنی للمجموعة 4 . 
1-8-1 الجموعة المحدودة من الأدتى والأعلى 
نقول إن 4 محدودة من الادنی والأعلى إذا كانت A‏ محدودة . 


Soe 


ید ی زا نا | EPEL‏ 


مثال10-1 
لتکن =f-2,7)‏ 4 .هل أن A‏ يجموعة محدودة ؟ اوجد حدیها الأعلى 
والادنی؟ 
نلاحظ أن للمجموعة حدا أعلى هو 7 وحدا آدنی هو(-2) لذلك فهي مجموعة 
حدودة حسب التعریف . 
مثال11-1 
تن }2,00 )= 4 فهل آنها حدودة آم لا ؟ 
ما أن 4 ليس ها حد أعلى وإنما لما حذ آدنی فقط هو 2 فهی حسب التعریف 
لیست شدودة . l‏ 
2-8-1 اكبر حد آدنی للمجموعة 
3[ كانت A‏ مجموعة وان DEA‏ هو اکر حدا آدنی فان b‏ هو اصغر من أي 
عنصر لكل 4 4€ . 
3-8-1 اصفر حد اعلی للمجوعة 
إذا كانت 4 مجوعة وان ۸ be‏ هو اصغر حدا آعلی فان 5 هو اکبر من 
أي عنصر لكل ۸ © ۰ . 
9-1 المجموعة المعدودة Countable Set‏ 
إذا كانت A‏ مجموعة منتهية فیمکن عد عناصرها » وتسمی المجموعة العدودة . 
10-1 المجموعة الغير معدودة Uncountable Set‏ 
إذا كانت A‏ مجموعة غير منتهية فانه لا يمكن عد عناصرها » ونسميها مجموعة 


غير معدودة . 

مثال 12-1 
لتكن رس .......,1,2,3/- A‏ فما عدد عناصرها ؟ 
عدد عناصرها 7 . 
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© المجموعة UU!‏ # عدد عناصرها =0 . 
© مجموعات الأعداد التالية جميعا مجموعات لا نهائية ,۸,2,۵ . 


3 te 


- نظرية المجموعات 


تمارين الفصل الأول 
1. برهن أن (ANB)-C=(ANB)-(ANC):‏ ثم أرسم شكل هذه المجموعة 
dy‏ فن؟ 
2 برهن أن (AUB)-C=(A-C)U(B-C):‏ ثم آرسم شكل هذه المجموعة 
i‏ فن؟ 
3 إذا كانت }1,2,3,4,5,6,7,8,9,10{= ie pat U‏ شاملة وان: 


BES OO و او‎ aD 55.10} 
de ghU مجموعات جزئية من‎ ۰ A={1,3,5,7} 
§[(A-C)- Df - 24118 A-Di A ۰88۰/06۳0 4 كل من‎ 


4. ليكن 7 أربع جموعات »برهن أن: 
(X-Y)-Z=X-(YUZ)=(X-Y)U(X-Z)‏ ؟ 


5. إذا كانت 4 و 2 مجموعتين فرهن أن 0 + 8) +4 = 0 + (8 (A+‏ ؟ 
6. لتكن 'امجموعة شاملة و 4 و 8 مجموعتين جزئيتين منهاء برهن أن 
A-B=ANB‏ 
7 لتكن 4 و 8 و © ثلاث مجموعات فبرهن آن: 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)‏ 
8. لتكن امحموعة 4-2 oly‏ ((0 | 2ع ۸: )= 8 آوجد ۸6 ؟ 
9 أكتب مجموعة الأعداد الطبيعية التي تأخذ قیما اقل من 5؟ 
0. لتكن × و ۲ مجموعتين»استنتج أن : 
۲ب × = ۲ ۲ آذا وفقط إذا كان ۲= YX‏ 
1. إذا كانت fa, bed}‏ = 4 فاوجد كل من APAD P(A). n(A)‏ ؟ 
2. لتكن (10> €N | {0},x‏ : »)= 4 


a‏ از کم 


الفصل الأول شید ; een‏ بح 


Bz=tx:x odd nutaral number > 10 


آوجد كل من AUB A-BiB-A‏ ۸6 ؟ 


SOG x 


الفصل الثاني 


بالات 


8 ro 
farsi? 


مقدمة فى الا 


2-2 تعاريف أساسية 
3-2 ۱ حتمالية البسيطة 

4-2 التبادیل 

5-2 التوافيق 

6-2 بديهيات الاحتمال 

7-2عمليات على الأحداث وقانون جمع الاحتمالات 
8-2 العينات العشوائية 

9-2 الا حتمال الشرطي والاستقلال 


تمارین الفصل الثاني 


INTRODUCTION TO PROBABILITY 


Introduction مقدمة‎ 1-2 


لكي ندرس الظواهر الطبيعية gil (Natural Phenomena)‏ لا حكم بقوانين 
معروفة أو محدودة فاننا يجب أن fred‏ على معلومات عادة تكون على شكل بيانات 
لعيئة ما. ومثال على ذلك » في تجربة البستنة We‏ جمع بيانات عن خصائص الانتاج 
لنوع محدد من dad!‏ التي ژرعت في عدد من المناطق الزراعية .وكذلك في طرق 
مراقبة الجودة فان عينات معينة من المواد LEH‏ بشكل دوري من عملية الونتاج 
و تخضع للفحص .وی بعض الدراسات dole SY!‏ نلاحظ أن مؤشر النشاط 
الاقتصادي يتغير خلال فترة من الزمن » وهكذا . 

لقد رست طرق ترتيب وتلخيص البيانات وعرضها في موضوع الإحصاء 
ولكن ال هدف (Major Objective), pes J]‏ لأغلب الأبحاث هو تجاوز عملية 
التلخيص هذه ووضع استنتاجات للمجتمع من العينة المأخوذة » ,ولذ فان نظرية 
الاحتمال تزودنا بالأساس (Logical Foundation) abl‏ لجعل الا حصصاء 
الاستدلالي (Statistical Inference)‏ تسام بيانات العينة في دراسة اجتمع ۱ 

إن فكرة الحظ(ءءصةط0) أو عدم التأكد (Uncertainty)‏ للاحظها يوميا في 
الحياة فمثلا(من غير احتمل أو غير المتوقع بان المطر ينزل غدا) أو (فريق كرة القدم × 
يملك قليلاً من الحظ للفوز على فريق Cy‏ في مثل هذه الحالات e‏ فان الفرد يعبر 
بطريقة غير دقيقة عن موقفه حول احتمال أن الحدث سيحصل بشكل أكيد أو Y‏ 
كذلك عندما نقول إن احتمال سحب ورقة (من نوع القلب)من مجموعة واحدة من 
ورق اللعب عددها(52)ورقة هو فان ما تعنيه في الحقيقة هواننا إذا ما سحبنا ورقة 


DG 


الفصل الثاني = 


واحدة من مجموعة ورق اللعب فإننا نتوقع أن fred‏ على ورقة من نوع BNW)‏ 
/#مرات السحب وذلك لان عدد أوراق (القلب) في المجموعة هو (13).اذن فان 


13 
5 الاحتما‎ 
a gn 


سهد القرنان السادس عشر والسابع عشر اهتماماً بارزا بهذا النوع من 
الدراسات والبحوث حيث كانت الظروف مواتية لذلك في تلك الفترة. إذ أن الاب 
القامرة بورق اللعب ورمي حجر النرد كانت منتشرة في قصور المترفين في آوربا خاصة 
في فرنسا »وقد ad‏ القامرون بحاجتهم إلى أسس علمية تساعدهم على حساب 
فرصهم في الكسب أو الخسارة افلجت وا إلى علماء الریاضیات آمشال 
باسکال(۴۸۹0۸۵۲)وفرمات (FERMAT)‏ 
ea gê g (BERNOULLI) d y y‏ وهنا كانت نقطة البدء في إجراء دراسات 
جدية في علم الاحتمال.[1] 
ولذلك نعتّر الاحتمالات gil‏ تدخل فيها فرصة الحدوث قيماً كمية وسنتعامل 
معها على هذا الأساس. 
وفي هذا الفصل نتطرق إلى مقدمة عن نظرية الاحتمالات وان مفهوم الاحتمال 
يستخدم في التجربة العشوائية وللحديث عن هذه النظرية لابد من ذكر بعض الأمثلة 
عن التجارب العشوائية لكي نقدم مفهوم فضاء العينة والحدث ومن هذه الأمثلة ما 
يأتي : 
1. سحبت مادتين من عملية معينة ولكل عملية لاحظ أيهما معيبة أو صالحة. 
2 عدد المرضى الذين ينتظرون دورهم في عيادة الطبيب يتغير من وقت إلى آخر 
ويجب أن لا يزيد عددهم عن عشرين مريضا. 
3. أعطي در إلى مرضى يعانون من حالة عدوى معينة إلى أن لوحظت عليهم. 
استجابة. 


4. قياس طول فترة بقاء أداة الكترونية تم اختبارها تحت درجة حرارة متطرفة. 


LAO 


felis (Ua ار‎ Er © ا‎ ۱ ۱ clean RE 
أعطي حيوان معين حمية غذائية معينة ولوحظ التغير في الوزن وطول الجسم له‎ .5 

خلال فترة bods‏ 

نلاحظ انه لأي من التجارب أعلاه بأننا لا نستطيع توقع الناتج بدون ALS‏ 
ولکننا نستطيع أن نصف العدد الكلي للنتائج الممكنة.وبذلك استطعنا أن نعرف 
التجربة العشوائية وفضاء العينة والحدث البسيط واعطاء بعض الأمثلة عنها. 
2-2 تعاريف أساسية Basic Definitions‏ 
1-2-2 التجرية العشوائية Random Experiment‏ 

وهي التجربة التى تكون جميع نتائجها معروفة مقدماً ولكن لايمكن التنبؤ SL‏ 
نتيجة منها بالتحديد ير ee‏ أن تكرر علد من 
المرات . 

وعلى هذا الأساس فان التجربة العشوائية ينتج عنها مجموعة من الأحداث ( 
ع وكل حدث فيها يكون مستقلاً عن الحدث الآخر وان وقوع هذا احدث 
اما eat‏ لعامل الصدفة. 

لكي نتمكن من إعطاء آمثلة جيدة تساعد في تحليل هذه النظرية يتوجب عليناء 
أن نتطرق إلى عدة تجارب ومنها تحديداً تجربة رمي قطعة النقود (Tossing a Coin)‏ « 
وجربة رمي حجر الثرد (Rolling a Dice)‏ « وکذلك تجربة ورق اللعب (Playinga‏ 
WY Cards)‏ على ple‏ بنتائج هذه التجارب مقدماً حیث أن تجربة رمي قطعة النقود 
تعطينا نتيجتين هما: الصورة(1) والكتابة(1) »وآن احتمالية وقوعهما متساوية 
وتساوي مر » أما بالنسبة لرمي حجر النرد فان التجربة تعطينا ستة نتائج هي 
(6, 1,2,3,4,5) وان احتمالية أو فرصة ظهور أي عنصر منها تساوي A‏ وهكذا 
يمكن التعامل مع أي تجربة عشوائية » belay‏ على ذلك فانه يتوجب علينا معرفة كل 
النتائج المحتملة للتجربة العشوائية ومنه سوف نتعرف على : 
2-2-2 فضاء العينة Sample Space‏ 

هو الفضاء الذي يحتوي على جميع نتائج تجربة عشوائية معينة ويرمز له بالرمز 
S‏ .]2[ 


siie 


الفصل الثاني یت 


نتائج التجر بة العشوائية الخاصة برمي قطعة النفود مرة واحدة هي 2 أي آنها 
رمات 

نتائج التجربة العشوائية الخاصة برمي قطعة النقود مرتين هو 4 أي آنها 
{HH ,TH,HT,17}‏ 


نتائج التجربة العشوائية الخاصة برمي قطعة النقود ثلاث مرات هی 8 أي أنها 
ET‏ لو (HAA HAT ATH; BTT TRATAT‏ ۱ 
وهكذا فان نتائج التجربة العشوائية لرمي قطعة النقود n‏ من المرات هي ”2 
.وبنفس الا سلوب تكون نتائج التجربة العشوائية لرمی حجر النرد مرة واحدة هی 6 
أي Lgl‏ 67 , رت 
ED CUA A3) OOS ey dG)‏ 


ODI . )26( 
(Say a ; ۱ .م‎ ey, 
(4,1) 

(5,1). ۱ ۱ ۱ ۱ 
(61) ۱ ۱ (6,6) 


وبذلك تكون نتائج التجربة العشوائية لرمي حجر النرد 7 من المرات هو *6. 
ومن الثالین أعلاه نستنتج ما يأتي : 

1. إن عدد عناصر التجربة العشوائية مرفوعاً إلى 7 یشل جميع نتائج تجربة ماه 
وتكون الاحتمالات كلها لها نفس فرصة الظهور أي >= E T‏ ون 
الاحتمالات المنتظمة أو المتماثلة (Equally Likely Events)‏ 

. إن فضاء العينة لاي تجربة عشوائية يشل نتائج تلك التجربة وبذلك يمكننا تحديد 
فضاء العينة لأي تجربة عشوائية . نلاحظ أن الفضاءات أعلاه تحتوي عدد 


tO 
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س مقدمة 2 الا حتمالات 
منتهى من الأعداد (Finite Numbers)‏ ويسمى الفضاء بأنه فضاء عينة 
د (Countably Finite Sample‏ أما إذا احتوى على عدد غير 
oes‏ فحن الاو مده ا E EEE ER‏ یی 
.(Unaccountably Infinite Sample Space)‏ ۱ 
3-2-2 الحدت Event‏ 
يعرف الحدث بأنه مجموعة جزئية من فضاء العينة أي إننا إذا رمزنا للحدث 
بالرمز 4 فان 35 > 4 . 
ملاحظة : 
يكون الحدث حدثاً بسيطأ إذا تكون من عنصر واحد فقط ويسمى حدثا مرکبا 
[ذا تکون من اکثر من لسو ویسمی حدثا صفریاً[ذا ۶ pit‏ علی اي Lal pate‏ 
احدث الأكيد فهو ذلك الحدث الذي يحوي على جميع عناصر فضاء العينة . 
مثال 1-2 
أجريت تجربة عشوائية بان رميت قطعة نقود مرتين وكان ناتج التجربة هو الا تي 
S = {HH,TH,HT,TT} :‏ وليكنالحدث A={TH,TT}‏ والحدث 
{HH,HT}‏ = 8 نلاحظ أن كل من 8,4 هي أحداث جزئية من فضاء العينة 
3 

مثال 2-2 
رمي حجر نرد مرة واحدة فما هو فضاء العيئة ؟ 
إن فضاء العينة هو S=f1,2,3,4,5,6)‏ وان }1,2,3{= A‏ هو حدث 
حرفي من فضاء العينة وهو يملل الاعداد الفردية ۰ كذلك فان 
cS‏ (24.6 )= 8 وهو بمثل الأعداد الروجية . 

4-2-2 الحدت الضالي Empty Event‏ 
هو الحدث الستحیل (Impossible Event)‏ ومثال على ذلك إذا رمینا حجر 

الثرد فان احتمال أن frat‏ رقم 7 هثل حدثا gl WE‏ أن م -4 . 


E 


الفصل الثاني 3 
5-2-2 الأحداث المنفصلة Disjoint Events‏ 

إذا كان كل من BLA‏ حدثين . فإننا نقول عنهما حدثان منفصلان إذا وإذا فقط 
OS‏ ع 408 . 

أي لايمكن حدوثهما معأ ومثال على ذلك عند رمي حجر نرد فانه لايمكن 
الحصول على وجهين في وقت واحد. 
6-2-2 الأحداث المتصلة Joint Events‏ 

إذا كان كل من 8,4 حدثين » Wp‏ نقول عنهما حدثان متصلان ]13 وإذا فقط 


كان مع ۸408 . 

إذا كان 8,4 أحداثاً فان AUB‏ و AOB‏ 4-8 . 4 ..... كلها تفل 
أحداثاً . 

ملاحظة: 


سوف نرمز إلى ANB‏ من الآن ولاحقاً بالرمز 48 وذلك للاختصار. 
مثال 3-2 (يترك قمرين): 
رمي حجر نرد مرة واحدة وحصلنا على الأحداث الآتية : 
A={d:d22}={2,3,4,5,6}‏ 
B={d:d<3}={1,2,3}‏ 
C={fd:d <1} ={1}‏ 
اوجد كل من AIB, AOB, AIC, Æ, B pan‏ $ 
3-2 الاحتمالية البسيطة Simple Probability‏ 
في أي تجربة إذا كان عدد العناصر التوقعة للتجربة هو n‏ وکان عدد مرات 
ظهور الحادث 4 هو m‏ فان الاحتمالية للحادث A‏ يمكن أن تعرف كما يلي : 


| 
P(A) لاح‎ 
3 
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مقدمة 2 الاحتمالات 
أي انه يمثل عدد عناصر الحدث 4 مقسوماً على جميع عناصر فضاء العينة 5 . 
وبذلك نستطيع حساب القيمة الاحتمالية لأي حدث . 
في بعض التجارب لايمكن تحديد فضاء العينة لذلك فان الأحداث البسيطة 
تؤخذ على آنها متساوية الحدوث على حد سواء وفي مثل هذه الحالات يكون من 
الضروري الأخذ بالاعتبار تكرار وقوع الحدث عندما تعاد التجربة تحت شروط 
متشابهه وكمثال على ذلك لتكن لدینا تجربة إطلاق عدد محدد من القذائف .أي نختير 
إطلاق 20 قذيفة تحت شرط معين ونسجل نتائج الضربات على GLA!‏ إذا أصابت 
(H) pomi Gad!‏ وإذا أخطأت الهدف تسمی (M)‏ فيتكون لدینا تكرار نسبى (Relative‏ 
Frequency)‏ و سب من العلاقة الاتبة:[2] ۱ 
التکرار النسی للضربات في ” من احاولات-عدد الضربات في ”من 
ال طلاقات مقسوماً على العدد الكلي للأطلاقات أي آن: 
number of H in N firings‏ 
N‏ 


70/7 ( 


نتائج التجربة كما يلى: 
التكرار النسبي (R.F)‏ النتيجة عدد الاطلاقات 


H 
H 
M 
H 
H 
H 
M 
H 
H 
M 
H 
H 
H 
H 
H 
H 
H 
M 
H 
H 


wae 


الفصل الثاني ae‏ 


ويمكن تمثيل ذلك بالرسم البياني التالي: 


ويظهر من الرسم البياني بان التكرار النسی يكاد يثبت كلما تكررت المحاولات 
ولهذا سنتعامل مع الأحداث التى ها نفس فرصة الظهور عند تكرار المحاولات وعلية 
نخمن بان احتمالية الإصابة تكون(0.8) ولكننا لايمكن أن نقول مقدما أي اختبار 
سيعطينا تصويبه ناجحة » وعليه فان ثبات التكرار النسی سيجعلنا نعرفه Ail)‏ عدد 
پاک ای Vigne‏ عات ای تعکر موي کین موی 
الدليل التجریی لتخصيص قيمة عددية للمقدار P(A)‏ الذي يمثل احتمالية احدث 4 . 
إن قيمة الاحتمال يرمز لما بالرمز Pr‏ أو ۶ وهی دالة منطلقها فضاء العينة 

ومداها هو الفترة الغلقة ]0,7[ اي آن : l‏ 


Roi‏ > کر ؛ کر 
مثال 4-2 
إذا زمیت قطعة نقود مرتین وکان Ce A= {HH,TT}‏ منهاء احسب احتمالية 
الحدث A‏ ؟ 


SS م‎ TH ار‎ TT =4 ais) 


5 
= 
c 


Alt 2 
pea) د‎ 2 
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مثال 5-2 


كرة ما لا على التعيين فتكون كرة بيضاء ؟ 
احل 

عدد الحالات المکنة < 11 

عدد الکرات البیضاء = 3 

3 


T = فان احتمال سحب كرة بيضاء‎ ales 


مثال 6-2 
[ذا کان هنال 4 اعضاء من جلس ijl)‏ [حدی الشرکات هم( ,را 
مرشحون لاختيار اثنين منهم للشركة في احد المؤتمرات فما: 
ران PNA wall seal‏ 
AG‏ ار اشوین Dy A‏ 
(c‏ احتمال عدم اختيار العضو ۸ ؟ 
je!‏ 
فضاء العينة أو عدد الحالات الممكنة هو: 
BC, BD,CD} - 6‏ , 4 , 40 , 48] - 5 ومن خلاله نلاحظ بان عدد حالات 
الاختيار هي كما يلي: 
ee aa)‏ وان الحفين Aad‏ ايكون == (P(A)‏ ۱ 


5 
P(A or D)=P(A De فيكون‎ 5 =D عدد حالات اختیار4 أو‎ 


1 
عدد حالاات اختیار4 و 2 =1 فيكون aE‏ 


oe l‏ ا 
عدد حالات عدم اعتبار ۸ =3 فيكون ا كار P(A‏ 


mie 


الفصل الثاني س 

ملاحظة: 

إن قيمة دالة الاحتمال تعتمد بالدرجة الاساس على معرفة جميع احتمالات 
فضاء العينة المکنة وهذه الحالة يمكن إيجادها في الحالات البسبطة ‏ آما إذا OLS‏ عدد 
الا حداث كبر جدا ففی هذه الحالة یکون من الصعوبة تحديد فضاء الاحتمال وضذا 
نلجأ إلى بعض الطرق الرياضية الق تساعدنا في تحدید fre‏ هذه احالات مهما زاد 
عدد الاحتمالات ومن آهم هذه الطرق هی : 
4-2 التبادیل Permutation‏ 

هي عملية ترتیب ۸ من الأشياء في مجاميع كل منها يتألف من ” من الأشياء 


وحسب الفاعدة الاتبة : 


۱ 
- د" nrel ggu‏ 
(n-r}‏ 200 
مثال 7-2 
J+‏ 
بما أن العملية هي عملية ترتيب إذن: 
432۱ !4 


07 =] لان‎ ET 0! 


24 

مثال 8-2 

اوجد عدد الطرق الممكنة التي يمكن بها وضع خمس كرات في صندوقين حیث أن 
كل صندوق يحتوي على كرة واحدة فقط ؟ 

الحل 


أما في حالة وجود تكرارات في مفردات امجموعة فان عدد الطرق الممكنة 
للترتيب يمكن أن تحسب من العلاقة الآتية : 
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acne nee ee Est‏ ق لِك ال حتمالات 


n! 

E ۰ 3 n at 
n = 42 ۴ Ma Fee + 4 ییا إن‎ Pr, ماو‎ I / / 
n: A, ! ۰.۰۰11 پر‎ ! 


مثال 9-2 
اوجد عدد الطرق الممكنة لترتيب )7( كرات أربعة منها بيضاء واثنان منها حمراء 
والباقي ألوان أخرى ؟ 
الل 
بما أن هناك تكرارات في المجموعة أثناء عملية ترتيب الكرات فإننا نستخدم 
العلاقة الآثية : 


re or: ۳ 7 7! 
x تیل د العینات المکنة‎ he iso woe E TET 
قاعدة التضرب‎ 1-4-2 


تستخدم لترتيب عدد من الظواهر التي يمكن ترتيبها في ,7 حيث تمثل النتانج 
التى تظهر في المرحلة الأولى و " تمثل النتائج التي تظهر في المرحلة الثانية وان كل ناتج 
من المرحلة الأولى مرتبط مع كل ناتج من المرحلة الثانية وهكذا يكون العدد المتوقع 


للنتائج هو nn,‏ ولتعميم هذه النتيجة فان: nn... N,‏ حيث أن i‏ ی اث إن 
r,i‏ آعدادا صحيحة) . 
Ju‏ 10-2 


يرغب شخص بتناول وجبة خفيفة تتضمن سندوتش وحلوى وشراب ‏ فإذا كان 
هناك 10 أنواع ختلفة من السندوتش و6 أنواع MLE‏ من الحلوى و8 أنواع ختلفة 
من الشراب ‏ فكم عدد الاختيارات المتوفرة ؟ 

Jel 

ote‏ الاختيارات للوجبة 480= n n,n =10 x6 x8‏ وذلك oY‏ الاختيار في 
كل مرحلة مرتبط مع المراحل الأخرى. 
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الفصل الثاني — 
مثال 11-2 
كم عدد ثلاثي يمكن تکوینه من الأرقام 5 بحيث لا يتكرر ظهور الرقم في 
أي من هذه الأعداد ؟ 
احل 
gh 5-35 3-0‏ أن هناك BU‏ آماکن حيث يملا الکان الأول بخمسة 
طرق والثاني بأربعة طرق والثالث بثلاثة طرق وبالنتيجة يكون عدد الطرق 60 
Gig‏ 
2-4-2 قاعدة الجمع 
تسستخدم إذا كان لدينا عدة عملیسات تتم بعدة طرق أي أن : 


إذا كان لدينا (3) باصات و(5) قطارات فبكم طريقة يمكن تنظيم رحلة بحيث يتم 
J>‏ 
حسب قاعدة ا جمع فان :عدد الطرق = عدد الباصات +عدد القطارات = 
35+3-م 
5-2 التوافيق Combination‏ 
هي عملية اختيار أو انتخاب عدد من المفردات بحجم F‏ من مجموعة كبيرة 


n n! 
7.۳ 67۳ حت آن‎ ۱ 


ri(n—r)!‏ زم 


مع ملاحظة بعض الخواص : 
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EE SE | يق‎ ee ee 


مثال 13-2 


اوجد عدد العينات التى يمكن تكوينها من مجتمع مؤلف من ست مفردات بحيث 
يكون حجم آلعينه لمفردتين اثنتين فقط ؟ 
الل 
نطبق التوافيق» لان العملية هي عملية اختياراي أن : 
6x5x4}_‏ 61 !6 


al A 6 
. حصل على 75 عينة‎ Sie © 214] 


مثال 14-2 
اوجد عدد اللجان التى يمكن تأليفها من أربعة آفراد بحيث أن كل نة حتوي على 
ثلاثة آفراد ؟ 
je!‏ 


: التوافيق لإيجاد عدد اللجان أي آن‎ ۱ EENE 


لام عدد اللجان هو 4 . 
هك a)‏ 


1-5-2 علاقة التباديل والتوافيق 
هنالك علاقة تنشأ بين كل من التبادیل والتوافیق وهکن استنتاجها كالاتي : 


n! 
H ال‎ E عار‎ 
r) ri(n—ry)! rl! 
15-2 مثال‎ 
5 l 
.) هان یعتمد علی قوانین التوافیق‎ we }-[ ne اثبت أن‎ 
۳ r= r 


2-5-2 نظرية ذي الحدين 
من خلال مفكوك نظرية ذي الحدين يتضح لنا إن» معاملات النظرية هي عبارة 
عن توافیق وطذا فان العاملات عبارة عن مفكوك وکما پاتي : 


BA ie 


الفصل الثاني EEE‏ 


(a 4 by" 5 ۳ 


۳-0 


وبذلك نحصل على : eer EO‏ + هم + =ar‏ 


n 


وتسمی العاملات 8 ۳2 ل بمعاملات ols‏ الحدين . 


Ole yd} للطالب‎ 
16-2 مثال‎ 
5 8 n an الت أن‎ 
k k+l k +] ' 
البرهان‎ 
n n n! n! ۱ 
تأخذ الطرف ال مت بت‎ 
00 kink +۵۱۸۲ 0 a 
ناخذ العامل المشترك ونوحد القامات فنحصل‎ 
n! = 
E مک‎ | 
1۲ 10۱-۲ k+l 
> n! سس‎ 
“knek k +1 
_ Mn+) (ntl)! 
o (k+1)i(n-k)! (+1) ![n-k + 
0 (n+l)! 5 ی‎ 
رب‎ [(ntl) +۱ \k +1 
n n 
1 ۳0 مکن |ثبات د‎ 
۲۱ - 6 k 


Is 


ees (i ar مشي‎ 
البرهان‎ 

۱ lad 
8 كلك الطرف این ب‎ 


1 k(n د‎ k)! 
تأخذ الطرف الأيسر‎ 


n) n! 7 n! 
n-k) [n-(n-Rk)l(n-k)! k(n- k)! 
DIA 


: أعدادا صحيحة غير سالبة فان‎ n, n3, A, إذا كان‎ 
4 n! 
n=n +n, +n, +......+ 7, > سس‎ 
n 
54 


مثال 17-2 


ا 
PA ١‏ 


امحل 


7 is 
۳۳ err 

مثال 18-2 

إذا لدينا 10 كرات وأردنا وضعها في صندوقين بحيث اخترنا منها أربعة كرات 

بشكل عشوائي وتم وضع 5 كرات في كل صندوق بحيث يكون 3 منها بيضاء 

وواحدة حمراء في الرة الأولى و 4 سوداء ولا أي كرة حمراء في المرة الثانية »فما 

احتمالية احتیار الکرات نی الرتین ؟ 

اليل 

نفرض إن 8,4 يمثل حدئي اختيار الكرات وبما أن الحدثين منفصلان. لانه لا 

توجد عناصر مشتركة بينهما فان: 


oe 


ee a ae‏ ب هت 


P(AUB) = P(A) + P(B) 


88 
x‏ 
i 10x5 5‏ 3 
م z=‏ + لعجت = P(A‏ 
ات 21 20 10 
4 
3 3 
x] 5‏ 5 2 1 4 
نفس ال فان: - کد >= P(B)‏ من العلاقتين + 
وبنفس الاسلوب 1 P(B) T‏ من العلاقتین het‏ 
4 
علی: 
10 5 5 
P(AUB)=P(A)+4+P(8) =—+— =—‏ 
)=P(A)+P(B) on,‏ ( 


6-2 بدیهیات الاحتمال Axioms of Probability‏ 
هنالك ثلاث بديهيات مهمة تستند Lede‏ نظرية الاحتمال وهذه البديهيات 
تعتبر مسلمات حقيقية لايمكن البرهنة عليها وهي : 
1. إذ كان ACS‏ أي انه حدثا جزئیاً من فضاء العينة فان 7> 2/4 > 0 . 
PSE‏ 
Ble a ada A E‏ التفصلة فان 
PADIS AlS SDA EPO Fes PCA Joes‏ 
وسار ارون الول إن P(A) = PCA):‏ ۱ 
وكحالة خاصة من البديهية الثالثة فان :إذا كان كل من A‏ و B‏ حدئین 
منفصلن. فان P(AUB)= P(A) + P(B)‏ . 


مثال 19-2 
رميت قطعة نقود(601) ثلاث مرات »احسب احتمالية الحصول على ظهور 
حرف 7 مرتين؟ 
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Ace 

لیکن A= {HHT,HTH,THH} bat‏ هو احتمال ظهور T‏ من بين جميع 

عناصر فضاء العيئة S‏ والتى هي 8 عناصر ولذلك فان == P(A)‏ ۱ 
مثال 20-2 

أجريت تجربة لإعطاء حيوان محفز معين ۰ فأما أن تحصل استجابة R‏ أو لا تحصل 

استجابة N‏ .إذا أعطى احفر إلى )3( حيوانات » أنشا خطط فن يبين فضاء العينة 

وبين الا حداث الآتية: 

fe 1‏ علی الاقل )2( حیوان پستجیب. 

2 2 یثل ASU Ol yt!‏ پستجیپب. 

J 

ما أن عناصر التجربة هی ۸ و ۷ ولدينا ثلاث حيزانات فان فضاء 

اه ۰ OS?‏ وتات اد العينة هي : 

S = {RRR, RRN, RNR, NRR, RNN, NRN, NNR, NNN}‏ وبذلك یکون 

te 4 = {RRR RRN, RNR, NRR}‏ استجابة اثنين على الاقل. 

[te B = {RRR, RNR, NRR, NNR}‏ استجابة الثالث.والشكل أدناه يوضح 

دلك: 

والان نستطیع أن نعرف بعض العملیات | 

الأساسية للأحداث فلأي حدثين 
A‏ و8 يكون اتحاد حدثين (AUB)‏ هى | 
بورد اعد انق لظن ماه اليد نی | 
تكون أمافي 4 أو في 2 أو في كليهما. وان 
عملية الاتحاد gat‏ أنه على الأقل واحد من 
A‏ و8 نحدث. 


A 


ands لفصل الثاني‎ f 
للأحداث فتعني مجموعة جميع الأحداث البسيطة‎ (ANB) أما عملية التقاطع‎ 
يحدثان.في حين أن متممة الحدث‎ Lads الق تعود إلى كل من 4 و .وهی تعنى إن‎ 
. ۸" ويرمز لحا‎ A مجموعة جميع الأحداث البسيطة التى لا تنتمي إلى‎ gal A 
: وبذلك يمكن إعطاء بعض النتائج البسيطة المتعلقة باحتمال حدث ما‎ 
عمليات على الأحداث وقانون جمع الاحتمالات‎ 7-2 
Operation With Events And The Addition Laws Of Probability 
: فيما يلى بعض النظريات المهمة‎ 


نظرية 1-2 
إذا كان م حدثاً مستحيلاً فان 0 - P(A‏ . 
البرهان 


ليكن A‏ وه حدثين فان ¢ = ۸404 
إذن A‏ و ø‏ حدثان منفصلان ولذلك فان ۸ = 4:۵ 
إذن حسب البديهية الثالثة فان P(AUG) = P(A)‏ ومنها fret‏ أن 
P(A) + P(¢) = P(A)‏ 
إذن 0= =P(A) -P(A)‏ رمام . 
نظرية 2-2 
إذا كان 4 حدثا و A’‏ متممة الحدث فان P(A) - ]- P(A)‏ . 
اليرهان 
ما آن ۵ = 4۸ لذلك فان الحدثين منفصلان. 
ادن Way 4۸:۸ =S‏ پکون P(A A) = P(S)‏ 
إذن وحسب الب دپهیتین الثانية NY,‏ فان 
)72117و ee‏ ها نی 


P(A’) =1-P(A) 
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a کت‎ eae eee ده‎ 


سوف نرمز من الآن ولاحقاً إلى ANB = AB‏ لسهولة العمل والبرهان. 
نظرية 3-2 
لیکن كل من الحدثين A,B‏ حدثين غير منفصلين أي أن م + 48 
فان P(AUB) = P(A) + P(B)- P(AB):‏ . 
البرهان: 
ما أن الحدثين # ع ۸ فان الحدثن + = (48) 6 (AB)‏ لذلك Leg‏ 
حدثان منفصلان وهذا يكون 48 د A= AB‏ وحسب البديهية الثالثة حصل على 


POR SEA B VAP و ار‎ ce Maced م د‎ (1) 


كذلك فان الحدثين م = (BAY A(AB)‏ فهما | 
حدئثان منفضلان ولمذا يكون 48 ن “54 - و | 
وحسب البديهية fred WW‏ على العلاقة التالية : 


PD REP 0-0 (2) 

وبنفس الأسلوب يكون 4 = (AB) A(AB) (BA)‏ ولذلك فهم أحداث 
منفصلة وعلية وحسب البديهية الثالثة يكون AUB = AB UABUBA‏ ومنها 
نحصل على العلاقة التالية: ۱ 

P(AUB)=P(AB’)+P(AB)+P(BA’) ece (3) 

وبتعويض كل من P(AB’)‏ و PABA)‏ من العلاقتين 1 و2 في العلاقة 3 
نحصل على العلاقة التالية : 


P(AUB) = P(A)— P(AB) + P(AB) + P(B) - P(AB) 
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a a 
: ومنه حصل على‎ 
وهو المطلوب.‎ P(AU 8( = (4)م‎ + P(B)- P(AB) 
21-2 مثال‎ 
سحبت ورقة من مجموع أوراق اللعب »فما هو احتمال أن الورقة تمدل عدداً أو‎ 
أي مجموعة معينة من مجموعات أوراق اللعب الأربعة؟‎ 
Je! 
P(A) == ای اسان الى خر قن‎ ae 
الأربعة هو‎ endl sient ل أي‎ ee واحتمال‎ 
فان:‎ P(A OB) -2 .وعلیه وما إن‎ P(B) -= وبذلك فان‎ B 


40 13 10 0 
P(A UB P(A)+P(B)-P(A AB) =— +— 
( Pea P Ae ]كرد رم‎ J ET 


نظرية 4-2 
يمكن تعميم النظري السابقة وكما يلي:إذا كان لدينا يك ..........ريك A,‏ أحداثاً 
غير منفصلة فان : 
P(A AOA =‏ 
SPAS MARAS mre (-1)"' P(A, OA, O....0A4,)‏ 
ويمكن البرهنة عليها باستخدام مبدأ الاستقراء الرياضي . 
ملاحظة : 
كحالة خاصة من النظرية السابقة فانه إذا كان كل من 4,8 حدثين منفصلين 
يكون _P(AUB)=P(A)+P(B)‏ 
مثال 22-2 


رمي حجر نرد مرة واحدة فما احتمال الحصول على عدد فردی؟ 


AR 


بشت نة الا ختهالات 


الل 

الحصول على عدد فردي معناه الحصول على l‏ ¢ 3 5 .وهله كلها أحداث 
ae 1‏ یر =P(1)+P(3)+P(5)‏ رد 3 P(]‏ 
—=—+—+—= = 0۳ 0۳ 
2 6 6 6 

مثال 23-2 
رمي حجر نرد مرتين فما احتمال الحصول على وجهين متشابهين؟ 
jel‏ 


ae GI‏ شاه یکلا 
أحداثا منفصلة »وعلية فان: 


l l 6 
P(the same faces)=p(1,1)+...+p(6,6) =— +... +— بسن‎ 
(the same faces) = p(1,]) فد‎ a ET 
5-2 نظرية‎ 
. P(A) < P(B) فان‎ ACB Os حدثين‎ A,B إذا كان كل من‎ 
البرهان:‎ 


ما آن ظح ك4 نان م = ۸48 وهذا ب ; آن = 
A‏ و AB‏ حدثين منفه A‏ | 
وبذلك فان ۸ :۸۱ = 8 


وبأخدذ الاحتمالية للطرفین نحصل على : 


(8 8م P(B) = P(AU‏ 
وذلك حسب البديهية WW!‏ فیکون P(A) = P(A) + P(A’B)‏ 
ومنه ينتج أن: 0< ۳۸۳8 P(B)-P(A)‏ حسب البديهية الأولى. 
وبذلك حصل على: 20 P(B)-P(A)‏ ومنه يكون P(A) > P(B)‏ . 
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الفصل الثاني 8 


نظرية 6-2 
إذا كان BCA‏ فان P(B) > P(A)‏ . 
البرهان: 
حسب النظرية السابقة حيث أن 0< P(A)-P(B)‏ فيكون P(A)> P(B)‏ . 
نظرية 7-2 


إذا كان کل من 4,8,6 أحداثا فر منفصلة فان: 
P(AU BUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(BC) - P(AB)‏ 


- P(AC) + P(ABC) 
برهانها تمرين‎ 
8-2 ية‎ 
صعت أن‎ ge غير‎ OE فين‎ ae لیکن كل مخ وگو ورگ ات‎ 
SUAS تال‎ CAS ier 
AS 1 = Lim P(A,) 
البرهان:‎ 
أحداثاً منفصلة لان تقاطعها مجموعة خالية‎ A, رك , درك‎ 4 ,....... Andi با أن‎ 
: فان‎ 


A < 4 VA EAA 
A = 4, رك دا‎ UA = A دا‎ 44 
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مقدمه 2 الا حتمالات 


وبأخذ الاحتمالية للطرفين ينتج أن : 
ار العا 
RCA‏ = 
i=]‏ 


Lim P(A,) =Lim Y P(A,Aj,) 
يس نوج ور‎ ce 


00 


as (1)‏ ال 
i=]‏ 
كذلك فان : 
4,4 = ,4ب وبأخذ الاحتمالية للطرفين وتطبيق البديهية الثالثة ينتج أن: 


=P( JAA)‏ رم ب )م 


إذا كانتا كل هر لوسرل 4 سلسلة من الأخدات غر لته ميت 


HH 


P| ۵4 |= Lin P(4,) OA, SA hee EE ce re 


ee 


اليرهان: 
خییت النظربه a‏ فا یی By Ay SAYS yet A,‏ 
وعليه يكون : 


p| G4 |=Lim P(4;) 


i=] »ج‎ 


P 


(QAD |= Li [1 -P(4,)] 
. (2) وذلك حسب قانون دي مورجان والنظرية‎ 
: ومن ذلك ينتج أن‎ 
: ومنها ينتج أن‎ ۱-۵4, | Sa 
p| بكم‎ | - Lim P(A) 
. وهو المطلوب‎ 
24-2 مثال‎ 
ألقيت قطعتين من النقود فإذا كان الحدث 4 يملل ظهور صورة واحدة على‎ 
يمثل ظهور صورتين فقط بینما هثل الحدث © ظهور كتابتين‎ B الأقل والحدث‎ 
: فقط . اوجد ما يأتي‎ 
هل أن الحدثين 4,8 منفصلان ؟‎ .1 
منفصلان ؟‎ C,A هل أن الحدئين‎ 2 
احتمال ظهور 4 أو 8 ؟‎ . 
E امال ليون‎ 


w‏ ين 


92 


ل ج مقدمة 2 الاحتمالات 


ال 
S={HH,HT,TH,TT} ol &‏ فان EE PEC CVE wold‏ 
«BS AA)‏ و Ob‏ 
ANB ={HH} ۶ ۵ .1‏ فهما لیسا منفصلن . 
2 # = ۱4 فهما منفصلان . 
3 إن احتمال ظهور A‏ أو 2 يمثل احتمال ظهور الحادث 4۸2 أي أن : 


3 1 7 3 
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AQB) =—+—-—-—=— 
eee TTS 
. رمن قاط‎ =P(B)+P(C)=—+2=— فان‎ BNC = ¢ عا أن‎ .4 


مثال 25-2 
فصل دراسي يضم 20 طالبة و 30 طالبأءومنهم 15 طالبة و 20 طالباً شعرهم 
أسود فإذا اختبر من الفصل شخصاً بطريقة عشوائية فما احتمال أن يكون 
ese‏ جضان ها نه وق ها اعرد 
الحل 
ليكن الحدث الذي يشل الشخص المختار طالبة A=‏ 
لیکن اروك الذي ل الشخص الختار شعره اسود هو- 8 
وعليه فان := P(A)‏ وان == P(B)‏ و == ( 08 ۶)4 آي أن 
A,B‏ حدثين غير منفصلین وبذلك یکون : 
4 15 35 20 


P(AUB) SPA ODD PDE 4 ee 
E aN ip OMe ل‎ CE 


احتمالية أن يكون الشخص الختار هي طالبة شعرها اسود . 


we 


ا لقصل ا l l‏ تست 


8-2 العينات الحشوائية Random Sampling‏ 
نفرض آن لديا (population) lead‏ يتكون من 7 من العناصر ونريد أن 
نختار هه عينة من ۲ من العا ضور > م) ole‏ العینات الختارة تسمی عینات 

عشوائية (random samples)‏ وهناك نوعان من العينات العشوائية: 
1. العينات غير اطرتبة (Unordered Sample)‏ 
نختار 7 من العناصر من ۸ من العناصر في وقت واحد ونستخدم التوافيق 
ساب عدد العينات العشوائية. 
2. العينات المرتبة (Ordered Sample)‏ 
وتقسم إلى قسمين حسب طريقة الاختيار: 
o‏ إذا كان الاختيار يتم واحداً بعد الآخر وبدون إرجاع( one by one with out‏ 
Wb (replacement‏ نختار 7 من العناصر من 7# من العناصر وذلك حسب 
قانون التباديل. 
© إذا كان الاختيار يتم تشر بعد الآخر مع الإرجاع ) one by one with‏ 
Wh (replacement‏ نختار 7 من العناصر من 7 وذلك حسب العلاقة ”7 . 
9-2 الاحتمال الشرطي والاستقلال 
Conditional Probability and independence ۱‏ 

Conditional Probability الاحتمال الشرطي‎ 1-9-2 

نقدم فكرة مهمة جدا وهو الاحتمال !+ Conditional) Probability) b‏ 
الذي يستخدم old‏ كيفية احتمالية حدث ما يجب أن یعتمد على معلومات إضافية 
ا 

إن الاحتمال الشرطي CY‏ حدث A‏ عندما يكون الحدث B‏ معروفاً أو معطى 
حيث نسمي (4/8) حدثا شرطيا e‏ 


تن ی 


P(AMB) 


P(A/B) = can 


مثال 26-2 
رمي حجر نرد مرتين وسجلت (XX) Bl‏ » عندما ,1 يمثل الناتج لكل 
2- : وليكن A‏ يمثل الحدث بحيث أن X,+X,=10‏ و 8 
fre‏ احدث الذي فيه رلا < ,× اوجد P(A)‏ و P(B)‏ ثم اوجد الاحتمال 
الشرطي P(A/B)‏ و P(B/A)‏ ؟ 
الیل 
فضاء العينة 36 = 5 
A Sa G‏ رز 
ا ا BE E E a el‏ 
P(A) === ‚and P(B) ===‏ 
ale,‏ إذا كان الحدث 8 معطى أو حاصل فان: 


Hins (ANB) ={(6,4)}>P(ANB) =—=P(B NA)‏ حصصل 


على : 
3 
E ۲ A‏ 
P(B) 3 36 5 15‏ 
12 
بنفس الا سلوب نحسب: 
ES‏ 
ا a‏ ا اشاس Be‏ 
P(A 4 36 4 3‏ 
12 
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(1,3) (1,4) 


وعليه يمكن أن نضع تعريف الاحتمال الشرطي بالشكل الاتي: 
تعريف 2-2 
ليكن 5 فضاء عينة لتجربة عشوائية معينه »وليكن A‏ و 8 حدثين في 5. 
فان الاحتمال الشرطي للحدث 4 عندما 8 معطى هو: 
P(ANB)‏ 
P(B)‏ 
2-9-2 قانون الضرب Multiplication Law‏ 
وكنتيجة مباشرة من تعريف الاحتمال الشرطي نحصل على قانون الضرب EI‏ 
حدثين A‏ و وکما يأتي : ۱ 
P(A B) = P(B)P(A/B) «1‏ 
P(AQB) = P(A)P(B/A) 2‏ 
ويمكن بسهولة تامة أن تعمم هذا القانون إلى ثلاث أحداث وكالاتي: 
نفرضن لديا الأحسداك ,4 ر4 وه ولتکن JHE P(A AOA)‏ 
الاحتمال الشرطي للحدث وه عندما يعطى الحدثين 4 ويك .سوف نتعامل مع 


PBJ <0 ol حیث‎ P(A/B) = 
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مقدمة 2 الاحتمالات 


( 04 ,4) کحدث مفرد ونفرض بان ۶0 P(A, OA)‏ فانه حسب التعريف 


الساق يكون: 
P(A. ۱۸4, 24, (( ۱‏ 
Sa 20077778 )2-1(‏ ا دي P(A,/A, AA,)‏ 
I 2‏ 

A, (A, 0 4.) = 4 4: 0A; ولکن:‎ 

P(A, ^ 4») = P(A )P(A,/A) وان:‎ 

وبالتعویض في العلاقة )2-1( نحصل على 

P(A AA, AA) 
P(A)P(A,/A) 


P(A, A, رگ‎ ( =P(A,)P(A,/A,)P(A;/A, OA) 
ومنها نستطيع أن نعطي قانون الضرب إلى ” من الا حداث المتصلة وكما يأتي:‎ 


C rA)‏ فک رش شا 
A)‏ ...يم ص 4[ بك )ل....(يك N‏ ,4 ريك )2 (,4 / P(A) P(A,‏ = 


P(4,/4,.0.4,) =‏ أي أن: 


برهان قانون الضرب بسيط وذلك بالتعويض بالطرف الایسر عن جميع قيم 
الاحتمال الشرطي وبإجراء سلسلة من الاختصارات frat‏ على القانون. 

مثال 27-2 
ليكن لدينا علبة من ورق اللعب تحتوي على أربعة أنواع من أشكال الورق وكل 
نوع يتكون من 13 ورقة . اختيرت 4 أوراق عشوائياً » اوجد احتمالية الحصول 
على 4 أوراق من نفس النوع؟ 
احل 
نفرض أن الأوراق الأربعة هي من نوع القلب»ونفرض إن 4 تمثل الحدث من 
نوع القلب في 7 من الاختيارات ( 2,3,4,/- (i‏ فنحصل على : 
1 


ll 12 
P(A,/A, Ag P(A,/A,) =— PFA = 
4 yi / 50 ( F 12 Gy J ( ig) 52 


ie 


ET ean‏ تب 
10 


P(A, JA, OA, روگ‎ =— 
( mi / 2 3) 49 


P(4 clubs selected) - )شه‎ |] L4 E فان‎ ales 
52 J SL) 50 ۱49 4165 1 


وبنفس الأسلوب ممكن أن نحصل على نفس الاحتمال في حالة اختيار الاربعة 
أوراق من كل نوع من الأنواع الأخرى الثلائة وبذلك يكون: 


P(4  cardsofthesamesuit ) =4 H sa 
4165 4165 


مثال 28-2 
شحنة من المكائن حجمها 20 ماكنة تحتوي على 4 مكائن غير صالحة » اختيرت 
منها 3 مكائن من دون إعادة » فما هو احتمال على الأقل ماكينة واحدة غير 
ible‏ ؟ 
JA‏ 
نفرض إن ۶ تمثل الحدث الذي يحوي على الأقل ماكيئة واحدة غير ley cable‏ 
أن عدد المكائن الصالحة هو 16 فان مكملة الحدث 8 تمثل جميع المكائن الصالحة 
وعليه؛ إذا كان ,4 هثل الحدث الذي نختاره من الشحنة ويكون صالاً وان 
2,3,4 ,7ح فان: 


P(B°) - ۳۵, رمه‎ NA,) =P(A,) 2) زرك صم وگ رش( ره بيك‎ 
sea een 
TIO IO III) 57 


28: S726. 20 
P(B) =1-P(B‘) =1-—= =< 
۳ ۴۳ ۱ 7 


وعليه فان : 


مثال 29-2 
سحبت ورقتان من مجموعة أوراق اللعب من دون إعادة فما احتمال أن تكون 
عشرتين ؟ 
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س مقدمة 2 الاحتمالات 


اليل 
ليكن 4 يمثل الحصول على العدد 10 في الورقة الأولى. 
و8 fre‏ الحصول على العدد 10 في الورقة الثانية. 
12 3 

P(AB) =P(A)P(B/A) جح حصت د‎ 
The Total Probability Theorem نظرية الاحتمال الكلي‎ 3-9-2 

استخدمنا مفهوم الاحتمال الشرطي لتحديد احتمالية الحدوث المشترك لبعض 
الأحذات من خلال قانون الضرب للاحتمال. 

ds‏ بعض التطبیقات الهمة ‏ فان الاحتمال الشرطی يكون مفیداً في تحديد 
الاحتمالية للحدث الوحيد.ولذلك سنحتاج التعريف الآني:[5] 
تعريف 3-2 

الأحداث ,4 ......ی4 , يك A,‏ تمثل تجزئة (partition)‏ لفضاء العينة S‏ إذا كان 

ANA =e‏ 8ل AU AU‏ لکل واي PASO‏ لكل 


ae r‏ 3- 1 .وكما يظهر بالرسم 


مثال 30-2 
رمي حجر درد مرة واحدة بحيث كانت }1,2,3{= B,‏ و )£4,5= B,={6} 9B,‏ 
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نلاحظ بان BB, By‏ قسل تجزئة إل نضاء العينء ولكن 
SON COC 43,‏ رت إلى Lad‏ 
العينة oY‏ تقاطعها لا يساوي # . 


نظرية 10-2 
ليكن  #‏ 4 حدثا من فضاء ألعينه 5 و,8,..., ,8,2 هی تجرئة لفضاء 
آلعینه فان: ۱ 
P(A) =P(A/B,)P(B,)+P(A/B,)P(B,) +...+P(A/B,)P(B,)‏ 
البرهان: 
نلاحظ أن (.8حم)ب.....(ي8حم) ب (8حم) A=‏ 


وبعض هذه احموعات ربا تکون خالية والشكل أدناه يوضح ذلك: 


وعلية يمكن تطبیق فانون همع الاحتمالات كالآتي: 


۳] ار قر حال ار‎ HP ADB) ta t P(AB y) - P(A (BF 


وا أن P(B,)P(A/B,)‏ = (,۴ م )م 
فنتحصل على: 


P(A) =>.P(B,JP(4/B,) 
31-2 مثال‎ 


شركة تستلم مواد معینه من (3) جهرون وکان انتاجها هو(5و3ود2) .وقد آشارت 
السجلات القديمة إلى أن نسبة الواد العاطلة من المجهزين الثلاشة هى 2/ و3/ 


سس سس سس سس سس داد اراس لسلس سه مقدمة ے الا حتمالات 
و4/ على التوالي.إن جميع المواد المجهزة للشركة تحزن في OFF‏ مرکزي Bh‏ 
اختبرت )2( مادة Ll pte‏ من الخزن فما هن احتماليية آن تکون کلا اذادتین 
عاطلة؟ 
JH‏ 
نفرض أن 
,4 : يمثل ز من المواد المسحوبة من المخزن وتكون üble‏ حيث أن : 1,2- تر . 
B,‏ بثل الادة السحوبة من المجهز و أن کر . وعليه وبما أن dius‏ المواد 
المجهزة هو 10 مواد فان: 

3 


2 3 
PRS PEE ES 


وبا أن نسبة المواد العاطلة من امجهزين الثلاثة هى: 
BJS PCA, BJ - 9‏ ارام 
BI S003‏ ررق اصع روط P(A‏ 
P(A,/B,) =P(A,/B,) =0.04‏ 
P(A) = P(B,)P(A/B,) + P(B,)P(A,/B,) + P(Bs)P(A,/B;)‏ 
0.027= )0.04 () 0.20( + )0.03 () 0.30(+ )0.02 () 0.50( = 
وبنفس الأسلوب نحسب 0.027= adeg P(A)‏ فان احتمالية أن تكون كلا 
المادتين عاطلة هو: 
P(A, A,) =P(A,)P(A,/A,) =(0.027 )(0.027 ) =0.000729‏ 
4-9-2 الأحداث المستقلة Independents Events‏ 
ليكن لدينا الحدثان A‏ و8 .ففي بعض الحالات يمكن أن نضع الاحتمال 
الشرطي PAJB)‏ بأسلوب لا يكون فيه شرطياً وبذلك تصبح المعلومات التي HË‏ 
الحدث 2 ليس ذات SE‏ على تقدير احتمالية الحدث 4 . 


Os 


الفصل الثاني 


تعريف 4-2 
تقول أن الحدثين A‏ و B‏ حدثان مستقلان إذا وإذا قط كان 
P(A)P(B) = P(AB)‏ ويكون الحدثان 4 و8 غير مستقلين إذا وإذا فقط 
كان P(A)P(B) ± P(AB)‏ . 


تعريف 5-2 
يمكن وضع التعريف السابق بالشكل الاتي: 
P(A/B) = P(A)‏ وكذلك P(B/A) = P(B)‏ . 
نظرية 11-2 


إذا كان A‏ و B‏ أحداث مستقلة بحيث أن ۸۵ و Bed‏ فان 4و8 أحداثا 
البرهان 
با أن A‏ و2 أحداثا مستقلة فان P(A)P(B) = P(AB)‏ وبا أن: 
P(A) #0‏ ج ف ع 4 

PB) * 0‏ ج م عد 8 وعليه يكون 0 P(A)P(B)‏ وبذلك نحصل على أن 

ANB ۶ ۵‏ > 0 ع P(AB)‏ . 
ملاحظة: 
عكس المبرهنة أعلاه غير صحيح (يوجد مثال على أحداثا متصلة ولكنها غير 
مستقلة). 

مثال 32-2 

اختار(2) عدد صحيح من (4) أعداد صحيحة واحد بعد الآخر ومن دون 
إرجاع بحيث أن الحدث 4 يمثل أول اختيار يكون العدد 2 والحدث #يمثل ثاني 
اختيار العدد 1 هل أن الحدثين مستقلان آم لا ولماذا؟ 


2 


لل سح مقدمة 4 الاحتمالات 


ja 
ine pie ا سس‎ 
رن = د وها ال.‎ 2 Oly 

3 l 

a, 3 ا‎ 

A ={(2,1),(2,3),(2,4)} @ P(A) جک‎ =7 

B={( 2,1) (3,1), ج زرز‎ P(B) = =} 

ANB ={(2,1)} = P(AB) == 


رت ی Pg‏ 
4 4 4 


وعلیه نستنتج بان الحدثين غير مستقلین بالرغم من آنهما حدثان متصلان وعلیه 

يكون عکس النظرية آعلاه غير صحیح . 
نظرية 12-2 

ادا كان 4و2 حدثين (Disjoint) ete‏ یت أن ۸۶۵و ۶۵ 8 فان 

. (Dependent) line الحدثين غير‎ 

البرهان 

با إن الحدثين منفصلان فان 

0= ( ۲۸ ج< م - AB‏ وعا أن 0ع (4 )ص جد و ع 4 


P(AJP(B) = 


و ۶0 ( ۶)8 << م۶ 8 ومن ذلك نستنتج بان 
P(A)P(B) = 0 => P(A)P(B) + P(AB)‏ 
إذن 4 و 8 حدثان غير مستقلين . 
نظرية 13-2 
إذا ols‏ 4 و 8 حدئین مستقلین فان : 
Bog 4 I‏ مستقلان. ۱ 
2 .8و4 مستقلان. 


e 


الفصل الثاني ت 
3 4 و ظ مستقلان. 
البرهان 
لرهان الفقرة (1) فانه ما أن A= AB UAB‏ 
فان: P(A) = P(AB’) + P(AB)‏ 
حسب البديهية WW!‏ فأن: 


48 طح رن نرم P(AB’)‏ 

ا" 

=P(A)[1-P(B)| 

=P(A)P(B°) 

برهن الفقرات )2( و(3). 
مثال 33-2 

رمي حجر نرد مرتین وکان احدث 4 : بشل الرمية الأول تکون 1 آو 2 
واحدث  fee:‏ الرمية الثانية تکون العداد الفردية Lad coy.‏ اذا كان Stall‏ 


مستقلین آم لا؟ 
je!‏ 
ل ASA Ae)‏ 
AS 2D 23) (230) 2 DEAT?‏ 2( 
E SCROTAL,‏ 
COOSA‏ 
0 ار که ار ی ار ی ار در 
AE ETA Cree er,‏ 
E.‏ كاه ارس دز فان: = P(A)‏ وک P(B)‏ وبماإن 
1 6 
2 ( 18ح ار )۲ 


5 


ان: P(A)‏ = - کل - peaje) EO)‏ وكذلك فان 

(8 )م - ا P(B/A)‏ 
ومن خلال العلاقتين أعلاه يتضح بان الحدثين A‏ و ۶ مستقلان . 
ملاحظة: 
في بعض التطبيقات نفترض أن الأحداث مستقلة وعليه نستطيع تحديد احتمالية 
التقاطع هما أي أن P(A)P(B)‏ = (8 ۶)40 » وهذا الافتراض نعمل به عندما 
تكون الشروط المقترحة للتجربة معقولة . ومثال على ذلك إذا كان لدينا نظام 
مكوناته تعمل بشكل متتابع فان كلا المكونتين يجب أن تعمل وان كل مكونه منه 
تختبر بشكل منفرد » واحتمالية عدم عملهما هي Pi‏ و وم على التوالي . فإذا 
كانت By A‏ حدثين للمكونتين 1 و2 على التوالي فان احتمالية النظام يعمل 
-(4608) أي انه لايمكن أن red‏ على إنتاج مالم نفترض بان المكونات 
تعمل بشكل مستقل و|ذا كانت هذه الفرضية معقولة فان: 

P(AQB) =P(A)P(B) =(1-P)(1-P,) 
Ga لأكثر مين دن‎ (Independent) والآن سوف نوسع فكرة الاستقلالية‎ 
والمثال الاتي يوضح ذلك:‎ Yal سنوسع المفهوم إلى ثلاثة أحداث‎ 

مثال 34-2 

في دراسة طبية أعطي عدد من المرضى علاج مشترك لمرض كلوي e‏ حيث صنف 
المرضى حسب أعمارهم وجنسهم منذ بداية المعالجة وقد كانت نسب بقاء المرضى 
على قيد الحياة بعد سنتين من العلاج كما في الجدول الاتي: 


متوفون باقي على قيد الحياة 
أنثى ‏ ذکر Al‏ ذکر 
0.10 0.10 0.25 ونم | تحت الأربعين 
0.18 0.02 017 73 9 | فوق الاریمین 


oF ce 


ا متا PAN‏ سیب 


نفرض أن الریض يتم اختياره عشوائیا في البداية . 
لتکن الاحداث ۰۸4۸ 2 و قثل الرضی الباقین علی قبل الياة » الرضی من 
الذكور» والرضی الذين آعمارهم تحت الأربعين على التوالي.وعلیه فان: 
P(A) =0.05 +0.25 +0.13 +0.17 =0.60‏ 
P(B) =0.05 +0.13 +0.10 +0.02 =0.30‏ 
P(C) =0.05 +0.25 +0.10 +0.10 =0.50‏ 
وإذا وضعنا الجداول الآتية مصنفة حسب عملية البقاء والوت لكلا الجنسين › 
ثم لكلا العمرين » ثم جدول الجنسين حسب آعمارهما فنحصل على: 
موت بقاء موت بقاء 
0.20 0 تحت الأربعين 0.12 940.18 
0.20 0.0 فوق الأربعين 0.28 2 أنثى 
ال ذكر 
0.35 0.15| تحت الأربعين 
0.35 5 .0|فوق الأربعين 
وعلية hes‏ على 5 
=P(A)P(B) =(0.60)(0.30) =0.18‏ رهم رام 
حسب جنسهم. وبنفس الأسلوب نحسب : 
=P(A)P(C) =(0.60)(0.50) -0‏ رمم P(A‏ 


=P(B)P(C) =(0.30)(0.50) 5‏ رمم 2 
كذلك فان : 


P(AQB OC) =(0.60 )(0.30)(0.50) =0.09 


Sho 


وهذه القيمة تمثل احتمالية الأحداث المستقلة إذا أخذت معاً. 

تعريف 6-2 

نقول إن الأحداث 4 » 8 و © مستقلة إذا وإذا فقط كان : 
P(AQB)=P(A)P(B) ۰‏ 
P(BOC)=P(B)P(C) .‏ 
P(ANC)=P(A)P(C) .‏ 
P(AQNBAC)=P(A)P(B)P(C) ۰‏ 

وعليه يمكن تعميم التعريف السابق إلى ما يأتي: 
تعريف 7-2 

نقول إن ,4 ,.....,ر4 ,4 أحداث مستقلة إذا وإذا فقط كان لكل 1,2,3...,7 - م 


سم وم نی KR‏ 


AE beats URE PAA خيرم‎ JSP ADP ADP, 
. 7 اختيار ” من الأعداد الصحيحة من‎ 
Bayes Theorem نظرية بيز‎ 5-9-2 
على معلومات‎ fela تهدف نظرية بيز إلى حساب احتمالات صحة الفروض‎ 
ميدانية أو تجريبية.ونظرية بيز تجيب على أسئلة من نوع ما احتمال أن تكون مفردة‎ 
معينة معيبة قد سحبت بشكل عشوائي من احد الصندوقين اللذين يحويان مفردات‎ 
سليمة وأخرى معيبة» وهي تعتبر تطبيقا للاحتمال الشرطي.[2]‎ 
من قانون الاحتمال الكلي نلاحظ بان احتمالية الحدث 4 هي:‎ 
P(A) = 2 P(B,)P(4/B,) 
HE الغير خالية التي‎ B, BaB, إذا أعطي م + 4 فان واحداً من الأحداث‎ 
P(B/A) تجزئة لفضاء العينة 5 تحصل ويمكن تحديد الاحتمالات الشرطية ها وهي‎ 
من تعريف الاحتمال الشرطي نحصل علی:‎ » 1 =1,2,...,١ حيث إن‎ 


P(ANB) _ P(B)PCA/B,) 


P(B,/A) = P(A) PCA) 


frat ales‏ على: 


Ee ae 


NG, dN See BES E 
>. P(B,)P(A/B,) 
وبذلك نكون قد برهنا على نظرية بيز.‎ 

ملا حظلة: 


يسمى الاحتمال P(B)‏ بالاحتمال المسبق أو القبلي (prior probability)‏ وهو 
الاحتمال الذي fred‏ عليه من خلال الاخبار الشخصيةءفمثلاً الاحتمالات 
العتمدة على سجلات البیعات. بينما يسمى الاحتمال (2)8./4 بالاحتمال 
الخلفي أو آلبعدي pa 9(posterior probability)‏ الاحتمال الذي حصل علية 
من خلال معلومات ميدانية . 


الفصل الثاني 


مثال 35-2 


A, اسحل الصانع التی تصنع مصابيح إضاءة كهربائية »فان الماكينات‎ E 

و ر 4و رك تصنع علی الترتیب 0 30.30 0.40 من جموع الانتاج وإذا كان 
390.01 03 0و 0.02 من إنتاج الماكينات HAI‏ على الترتيب هر gl‏ معييا. 
سحب مصباح عشوائياً من إنتاج |> الأيام ووجل بأنه معيب »فما احمل ان 


يكون هذا المصباح من صنع A, LSU‏ امن صنع الماكينة وم امن صنع الماكيلية 
؟ 


JH 
PD): ا هي‎ E يشل المصباح‎ D ليكن‎ 
: وغثل الاحتمالات التالية‎ 
A, :يمثل احتمال أن يكون المصباح من صنع‎ 2) 4,( 
A, احتمال أن يكون المصباح من صنع‎ fee: 4 ( 
A, احتمال أن یکون المصباح من صنع‎ fre: PCAs) 
وعلیه فان احتمالية أن يكون المصباح مصنعاً من ,4 ومعيباً هو:‎ 
P(A,) -0.3 P(D/A,) =0.01 
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ay ay ents ees‏ و 
وكذلك فان احتمالية أن يكون المصباح مصنعاً من 42 ومعيباً هو: 
P(A,) =0.3 P(D/ A,) =0.03‏ 
واحتمالية أن يكون المصباح مصنعاً من :77 وف 
P(A,) -04 P(D/A,) 2‏ 
والآن دعنا نحسب الاحتمالات الآتية: 
P(A,D) =P(A,)P(D/ A,) =(0.3)(0.01) =0.003‏ 
P(A,D) =P(A,)P(D/ A,) =(0.3)(0.03) =0.009‏ 
=P(A,)P(D/ A,) =(0.4)(0.02) =0.008‏ رطم )م 
وباستخدام نظرية بيز نحصل على احتمالات المصابيح المعيبة من كل ماكنه: 


P(A,D) 


Oa sear P(A,D)+P(A,D) +P(A,D) 


0 0.003 ea 
0.003 +0.009 +0.008 20 


P(A,D) 


a P(A,D) + P(A,D) + P(A,D) 


0.009 9 


` 0.003 +0.009 +0.008 0 


P(A,D) 


E P(A,D)+P(A,D)+P(A,D) 


01 0.008 8 
0.003 +0.009 +0.008 20 


- 69 - 


تمارین الفصل الثاني 


1. صندوق يحتوي على )24( مصباح منها )4( مصابيح عاطلة . تم اختيار )4( 
مصابيح ۰ اوجد احتمالية المصابيح العاطلة ؟ 

2 مجموعة تتكون من )12( ترانزستور منها )3( Able‏ اختيرت عينة من )4( 
ترانزستورات» اوجد احتمالية : 

أ. احتمالية اثنين من ترانزستورات عاطلة. 
ب. احتمالية على BY‏ واحد منهم عاطل. 

3. كيس به عدد من الكرات السوداء ستة أضعاف الكرات الحمراء سحبت من 
الكيس كرة عشوائيا » احسب احتمال أن تكون الكرة المسحوبة حمراء؟ 

4. احد أمراض الدم تصيب المجتمع بشكل قوي بنسبة 1/ وبشكل اخف بنسبه 5/ 
والنسبة الباقية بدون إصابة » تم اكتشاف تحليل مختبري وجرب ‏ فسجل نجاح 1.90 
على المصابين من الحالة الأولى و 70/ على الحالة الثانية »وكانت نسبه الخطأ في 
الاختبار هي 10/. وتم اختيار شخص عشوائياً ويجرى له الاختبار ماهي احتمالية 
أن الشخص يحمل المرض 


ب À‏ خفيف . 
ج. لا يحمل المرض. 


5. لتكن التجربة العشوائية هي اختيار عائلة ها 3 أطفال وتسجيل هؤلاء الأطفال 
سب انس وتسلسل الولادة. آحسب احتمال أن يكون للعائلة ولدان. 
سحب الثانية .احسب الاحتمالات الاتية: 


(a‏ أن تکون الورقتان السحوبتان من اللون الأسود؟ 
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صصص لسلس يس يسم مقدمة 4 الا حتمالات 
(b‏ أن تكون الورقتان المسحوبتان من شكل ديناري؟ 
Ce‏ أن تكون الورقتان المسحوبتان من نفس الشكل؟ 

7- إذا كان لدينا ثلاثة أزواج من الأشخاص التزوجین.واخترنا من كل زوج فردا 
واحدا بدون تحيز فما هو احتمال: 

8 آن یکون الافراد الختارون من جنس واحد؟ آن یکونوا رجلین وامراة ؟ 

9 رمیت قطعة نقود مس مرات .ماهي النتائج المکنة »احسب احتمال کل منها؟ 

0 ما هو احتمال ظهور BW‏ صور في رمية واحدة لثلائة قطع من النقود ؟ 

1 رمی شخص قطعة نقود فإذا حصل على صورة وضع ثلاث كرات سوداء في 
الصندوق .آما إذا fram‏ على كتابة فانه يضع كرتين سوداء وكرة بيضاء.فإذا کرر 
الشخص التجربة "من الرات ثم سحب كرة من الصندوق.احسب احتمال أن 
تکون هذه الكرة بیضاء ؟ 

2 كيس به 100 كرة منمائلة فیما عدا اللون منها 45 كرة بیضاء و 30 كرة هراء 
و25 كرة سوداء ,سحبت كرة وسجل لونها وأعیدت إلى الکیس ثم سحبت كرة 
ثانية وسجل لونها وأعیدت إلى الکیس ثم سحبت كرة LSU‏ »ماهو احتمال أن 
تکون آلوان الکرات الثلائة السحوبة على الترئیب »ابیض.اسود.واجر ؟ 

13 رمیت قطعة نقود ثلاث مرات متتالية فما هو احتمال ألا تحدث صورنان متتالیتان 
في الرمیات الثلائة؟ ما هو احتمال ألا تحدث صورتان أو کتابتان في الرمیات 
الثلاثة ؟ 

4 )13 کان احتمال آن dal oly‏ عن عمله 74 »ذا ذهب إل العمل Ladle‏ و ذا 
ذهب LLL‏ و 6 |ذا ذهب بسیارته .فما احتمال ely of‏ عن عمله في احد 
الأيام إذا اختار وسیلته بطريقة عشوائية ؟ 

5 ذا كان لدینا صندوقان الأول يحتوي على 5 منادیل معيبة و 8 منادیل سليمة 
والثاني يحتوي على 6 منادیل معيبة و 11 سليمة .فما احتمال أن يكون الندیل 
السحوب عشوائياً من احد الصندوقين معيبا ؟ 


EE 


الیل اتناف ع مع ع 2 ل ا ا 

6. لتكن التجربة هي اختيار عائلة لديها أربعة أطفال وتسجيلهم حسب الجنس 
وتسلسل الولادة . ما فضاء الاحتمال هذه التجربة ثم احسب ما يأتي: 
احتمال عند العائلة بنت واحدة ؟ 
احتمال عند العائلة أكثر من بنتين ؟ 
احتمال عند العائلة 3 بنات على الأكثر ؟ ' 

7 ذا سحبنا دورقات من مجموعة أوراق اللعب )52( بدون اعادة Lede‏ هو 
احتمال احتواء هذه الأوراق على ورقة واحدة بها صورة شايب ؟ 

8. ماكنتان الأولى تنتج 0.60 من إنتاج مصنع البطاريات SUI‏ والثانية تنتج ما تبقى 
من الإنتاج.فإذا كان 0.05 من إنتاج الآولى معيب و 0.02 من إنتاج الثانية معيب 
.فما هو احتمال أن تكون بطارية معيبة مصنعة من الاكينة الأولى ؟ 

9. كيس يحتوي على 7 كرات بيضاء و 3 كرات سوداء»سحبت مله 3 كرات بدون 
إعادة »فما احتمال أن تكون جميع الكرات بيضاء؟ 

0 ذا كان 40/ من المدخنين يفضلون نوع السكاير 4 والباقون يفضلون نوع 
السكايز B‏ وكانت النساء تمثل ۸30 من بين الذين يفضلون 4 و 40/ من بين 
الذين يفضلون 8 . فإذ اخترنا من بينهم امرأة فما هو احتمال أن تكون من بين 
الذين يفضلون النوع ۸؟ 


Re 


الفصل الشالث 


2-3 المتغير العشوائي 

3-3 التفیرات العشوائية المتقطعة 

4-3 التوقع الرياضي وخواصه 

5-3 العزوم للمتغير العشوائي التقطع 

6-3 الدالة المولدة للعزم 

7-3 التحويل 2 التغیرات العشوائية المتقطعة 
تمارين الفصل الثالث 


Sa pt RA ET Ern EE‏ المت 2 A‏ ات | ad‏ واثية ala antl‏ 2 وا له یات ee YI‏ الية 


ایس 


RANDOM یز‎ AND DISCRETE 
PROBABILITY DISTRIBUTIONS 


1-3 مقدمة Introduction‏ 
لاحظنا في الفصل السابق» أن النتائج التي نحصل علیها من خلال 
التجارب العشوائية أما أن تكون رقمية كما هو الحال في رمي حجر النرد أو 
تكون نوعية» كما هو في حالة رمي قطعة النقود أو ورق اللعب وغيرها »وان 
هذه النتائج تدعى بالمتغيرات العشوائية التي تعبر عن كل تجربة » وعليه فان 

امتغير العشوائي يتم فيه ا حصول على قيمه من خلال التجربة العشوائية. 

محتوى هذا الفصل» دراسة المتغيرات العشوائية» من حيث تعريفهاء 
وأنواعهاء والتوزيعات الاحتمالية lb‏ وخصائص هذه التوزيعات. 
2-3 التغیر العشوائي Random Variable‏ 

المتغير العشوائي هو الذي يأخذ قيمأ حقيقية مختلفة pal‏ عن نتائج فضاء 
Late eta ag etal‏ كل eal Xa ail‏ ريك ول ی 
من القيم التي يأخذها المتغير احتمال معین.وبعبارة أخرى فان المتغير العشوائي 
هثل دالة تنقل جميع قيم فضاء العينة إلى قيم حقيقية ضمن الفضاء R,‏ والذي هو 
مجموعة جزئبة من مجموعة الأعداد الحقيقية.[3] 

وينقسم المتغير العشوائي إلى قسمين هما: 

. Discrete Random Variables المتغيرات العشوائية المتقطعة‎ . 


Continuous Random (ë poiwd iLahi المتغيرات العشوائية‎ 2 
Variables. 
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الفصل الثالث سس 
3-3 المتغيرات الحشوافية المتقطعة Discrete Random Variables‏ 
المتغير العشوائي التقطع هو الذي Leb‏ قيم بينية» ومتباعدة ويرمز 
للمتغير العشوائي بشكل عام حرف من الحروف الأبجدية الكبيرة....,2 X, Y,‏ 
ويرمز للقيم التي يأخذها المتغير Gy AL‏ الأبجدية الصخرة ... ,2 Vy‏ وله ومن 
أمثلة هذه المتغبرات: 
G‏ عدد ONG VI‏ السذکور في الاسرة LAU‏ من ار آولاد ۷ 
EE ES‏ 
(b‏ عدد العملاء الذين يتم انجاز خدمتهم البنكية كل 10 دقائق Y‏ 
اي LY: fy=0,1,2,3,‏ 
©) عدد مرات استخدام نوع معين من الأسمدة خلال الدورة الزراعية. 
(d‏ عدد الوحدات التالفة من نتاج مزرعة معينة تنتج 200 وحدة كل موسم. 
Ce‏ عدد الوحدات التي تستهلكها الأسرة من سلعة معينة خلال الشهر. 
وهكذا تكون الأمثلة كثيرة على هذا النوع من المتغيرات. 
1-3-3 التوزيع الاحتمالي للمتخیر العشوائي المتقطع 
التوزيع الاحتمالي» هو الذي يبين احتمالات حدوث القيم التى يمكن أن 
يأخذها المتغيرء والتى ترتبط باحتمالات النتائج الممكنة في فضاء العيئة» وبمعنى 
آخر هو التكرار النسي للقيم التي يمكن أن يأخذها المتغير. 
فإذا كان المتغير العشوائي المتقطع ish X‏ القیم E E‏ ارو 
وكان P(X =x) = f(x)‏ هو احتمال أن المتغير العشوائي Leh‏ القيمة 6X,‏ 
فإنه» يمكن تكوين جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي × ۰ وهو جدول 
مكون من عمودین. الأول به القيم الممكنة للمتغی CX YEN Aye‏ 
والثاني به القيم الاحتمالية لهذا المتغير PX =x) = f(x)‏ أي أن جدول 
التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي التقطم يكون بالشكل الأتي: 


Ez 


سس سس سس المتغيراتالعشوائية المتقطعة والتوزيعات الا حتمالية 


مثال 1-3 


أذا رمينا حجر النرد مرة واحدة فإنه يمكن لنا أن نمثل النتائج الوک 
واحتمالات كل منها بالجدول الاتي: 


K 


نحصل على الجدول الاتي: 


هذان الجدولان يمثلان التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المتقطع. 
2-3-3 دالة الكتلة الا حتمالية: Probability Mass Function‏ 

]13 کان X‏ يدل Lae‏ عشوائیاً متقطعا deh‏ القیم rat,‏ باحتمال 
tee f(x)‏ أن 2,...7,/< : فان الدالة () pond‏ دالة الكثلة الاحثمالية 
للمتغير العشوائي المتقطع X‏ ومن خصائص هذه الدالة إنها GAA‏ الشروط 
الال 


Sa 


ل + + و ی 


aes ASE CR) 20 (a 
; Saa (b 


Vx EX 


. ۸, حيث إن 4 هی مجموعة جزئية من الفضاء‎ P(X EA = 2 f(x) Cc 


مر عند 


مثال 2-3 
إذا كان × يمثل متغيراً عشوائياً متقطعأء fte‏ الحصول على وجة H LLII‏ 
عند رمي قطعة النقود مرتين »کون دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير OX‏ 
وارسم الدالة؟ 
jo‏ 
ما أن فضاء العينة هو S={TT,TH, HT, HH}‏ فان: 
التخیر العشوائي يأخذ القيم الآتية: 
2 2 وعليه يكون f(x) = 2) =x)‏ ومنه pat‏ على : 


f(0) =P(X =0) =} 
7 (1) - ۴) راد‎ => 
Í 


7 (2) =P(X =2) => 


وبذلك يمكن أن نضع جدولا لدالة الكتلة الاحتمالية مع المتغير العشوائي 


اخاص بها: 
لو 


PO =)‏ = 100 
ويمكن غثیل هذه الدالة بالرسم كما يأتي: 


5 


سس المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتمالية 


/ 
3 
4 
1 
3 
۱ 
4 


مثال 3-3 
لتكن الدالة 
De‏ ع مك 
E O‏ 
otherwise‏ , 0 
آثبت آنها دالة كتلة احتمالیة؟ 
jt!‏ 
حتى نثبت بان f(x)‏ هی دالة كتلة احتمالية يجب of‏ تحقق الشروط الاتية: 
الشرط الأول 
Os ee) eee‏ رن را 
10 10 10 10 5 


f(x) <0 ,Yx EX 
أما الشرط الثاني فان:‎ 
SS (x) =f (0) +f 1) +f (2) +f (3) +f (4) 


x =f) 
SG ی‎ es ee se 
10 10 10 10 0 
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الفصل الثالث ‏ 
إذن الشرطان متحققان وعليه فأن f(x)‏ دالة كتلة احتمالية. 


مثال 4-3 
io‏ 
SENT‏ 
ee‏ 
„otherwise‏ 0 
دالة كتلة احتمالية للمتغير العشوائى × »آوجد قيمة / انم ار سم الدالة؟ 
الحل 


: من الشرط الثاني فان‎ 
وعليه فان:‎ Df (x) =! 
PDAS O O S 4 
15 


اا ااا ومنه Ob‏ تست 
k k k kk k‏ 


إذن 15= 4 . وبذلك تصبح الدالة كما Te‏ 


eee 


المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتمالية 

مثال 5-3 

إذا كان لديئا 3 كرات حمراء و5 كرات بيضاء »اختبرت عينة من 4 كرات » 

وكان × یثل عدد الكرات البيضاء في العينة. آوجد دالة الكتلة الاحتمالية؟ 

ثم اوجد احتمال أن العينة تحوي 2 كرة بيضاء واحتمال بان العينة حوي 

على الأقل 3 كرات بيضاء؟ 

ال 

عدد عناصر العينة هو| | - 5 

وبما إن × يمثل عدد الكرات البيضاء فان : 1,2,3,4= × 


الحدث fre: (X = x)‏ امحصول على × كرة بيضاء و( -4) كرة حمراء من 
العينة ade g‏ فان عدد العينات للحدث =x)‏ ۶) هی: 
3 5 
x (4 -(۷‏ 


وبذلك يمكن أن نمثل دالة الكتلة الاحتمالية بالشکل الاتي: 


f(x) رد‎ =x)= 0 
4 


34 2ك ریا 


0 „otherwise 


e 
AI 
۶ RE 


4 
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اتفصل الثالث - 


آما إذا آردنا حساب. بان العينة تحوي على الأقل ثلاث كرات بیضاء فان: 


=f )3( +£ (4)‏ 220 لومم 


8 8 
4 4 
3-3-3 داله التوزیع الاحتمالي التجميعية 
Cumulative Probability Distribution Function‏ 
إن المتغير العشوائی ۲ يأخلذ قيمة أقل أو تساوي قيمة ما من القيم 
الممكنة من قيم المتغير العشوائي » ونسمي هذا النوع من الدوال بدالة التوزيع 
الاحتمالی التجميعية للمتغير العشوائی × . 
ويرمز هذه الدالة بالرمز F(x)‏ وتعرف بالشكل الآتى:[6] 
F(x) =P(X <x)=) f(x)‏ 


وتحقق الشروط ASV‏ 

(a‏ 1ك F(x) oY 0 > F(x)‏ دالة احتمالية. 

F(x) (b‏ دالة غير x, <x, OLS lh (Nondecreasing)datle‏ فان 
SPX SERS)‏ و 

F(-co) =0 3 F(m) =1 ۵‏ وذلك OY‏ المجموعة {x x > co}‏ ضمن الفضاء 
R,‏ آما المجموعة {xix > =o)‏ فهي جموعة خالية. 
خی OF‏ 0 >< > 6ه- .وان OS F(x) SI‏ .وهذا يعني بان الدالة 
التجميعية مقيدة بالصفر والواحد. 


ملا حظة : 
إذا كانت F(x)‏ هي دالة التوزيع ا للاحتم الي لله تغير اله شوائي اط ء 
X‏ فان : 
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للد سح المتغيرات العشوائية التقطعه والتوزيعات الاحتماليه 


22 ]رج لع رز برع POL >x)=I=P(X‏ 


l 
Soy . 
دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير‎ f(x) - 55 
0 otherwise 
PRESIDE PISA 
ave 
> =] l @ I x(x+1) x(x+1) 
F(x = = —— = ا س ا = س‎ 
ES ا‎ T 710 
پأتی:‎ LS وعلیه تکون الدالة‎ 


RST 2 cht O 


n=l n=/ 


۳ oe, 


ولحساب: 


14 6 20 
بای ساب که از ور زب P(A SCS SPO‏ 
f í 8 0 110 110 110‏ 


آما الاختمال wo)‏ فيحسب كما يأتي : 


هی کت رن كاك Pee‏ 
55 110 1 
كي fn‏ و a‏ كفي 


110 110 
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الفصل الثالث = 
مثال 7-3 
ا كان ا أن نسبة مبيعات آحد المراكز التجارية من التفاح الأمريكي 
0. » بينما يكون نسبة مبيعاته من الأنواع الأخرى للتفاح ۰.400 اشتر 
أحد العملاء عبوتین» فما هو فضاء العينة؟ 
إذا عرف التغیر العشوائي X‏ بأنه عدد العبوات الشتراة من التفاح 
الأمريكي» فأوجد الاتي: 
1. التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ۲ ؟. 
2 ارسم دالة الاحتمال لهذا المتغير؟. 
3. کون التوزيع الاحتمالي التجميعي؟. 
4. ما هو احتمال )1= PLY <1.5) «P(X -1.5( «P(X >1( «P(X‏ ۲ 
الحل 
لتكوين فضاء العينة نلاحظ بان التجربة هنا هو شراء وحدتين من عبوات 
التفاح. ومن ثم فان فضاء العينة يتكون من أربع نتائج» هي 
E |‏ سس 
X P(X =x)=f(x) |‏ 


ETET. 0.36 


ENE 0.24 


0 آخر) 


ا ده رات را lth‏ الأمريكي × A‏ 
Bh poet ar:‏ اس لذا المکنة للمتغر 
العشوائي هي: 
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س سمس سس | لإيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الا حتمالية 
0= × إذا كانت العبوتان من النوع الآخرء أي إذا كانت نتيجة التجربة 
(آخر آخر). 
1= × إذا كانت إحدى العبوتين من النوع الأمريكي» أي إذا كانت نتيجة 
التجربة (آخرء أمريكي) أو (أمريكيءآخر) . 
2 = × إذا كانت العبوتان من النوع الأمريكي» أي إذا كانت نتيجة التجربة 
(أمريكي » أمريكي) . 
ومن ثم يأخذ المتغير القيم: /0,1,2- ×): e X‏ ويرتبط احتمالات هذه 
القيم باحتمالات نتائج التجربة المناظرة طا كما هو مبين آعلاه» ومن ثم يكون 
التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي × هو كما يأتي: 
جدول التوزيع الاحتمالي لعدد العبوات المشتراة من التفاح الأمريكي 
يكون كما يلي: 


3 2 ۱ 0 
ومن اجل تكوين التوزيع الاحتمالي التجميعي نلاحظ بان دالة التوزيع 
الاحتمالى الت لتجميعي dob‏ الصورة الاتبة: 
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الفصل الثالث س 


F(x) = P(X < x) 
ومن ثم یکن تكوين جدول التوزيع الاحتمالي التجميعي لعدد‎ 
الوحدات المشتراة من التفاح الأمريكي كما يأتي:‎ 
جدول التوزيع الاحتمالي والتوزيع التجميعي لعدد العبوات المشتراة من‎ 
التفاح الأمريكي:‎ 


F(0) = P(X <0) =0.16‏ ا 


F(1) =P(X <1) =0.16 +0.48 =0.64 
oT 036 | F(2) =P(X <2) =0.64 +0.36 =1.00 


ولحساب الاحتمالات فان: 


POM arara P د‎ SID) PK Sy) مه‎ DD 
P(X =1) =f (1) =0.48 
P(X <1) =F(1) =0.64 
Pixels kef C15) 20 
P(X $1.5) =F(15) =F (1) =0.64 
التوقع الرياضي وخواصه‎ 4-3 
Mathematical Expectation And Its Properties 
سنقدم في هذا الجزء مفهوما مهمأ جدا هو التوقع الرياضي للمتغير‎ 
العشوائي × ونناقش بعض خواصه ۰ حيث يمكن تعريف التوقع بالشكل الاتي:‎ 
1-3 تعريف‎ 
متقطعاً له دالة التوزيع الاحتمالي (دالة الكتلة‎ ie لمكن افكت ا‎ 
فان التوقع أو القيمة المتوسطة إلى 2 هی:‎ Ry على الفضاء‎ f(x) الاحتمالية)‎ 
E(X)= 2, xf (x) 


۲ 
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المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتماليه 


مثال 8-3 
إذا كانت قيم دالة الكتلة الاحتمالية هي كالآتي: 
.15 75 15 1 
Cae eG ere Oe‏ 


وان قيم المتغير العشوائي هي: 0,/,2,3- × وعليه يمكن أن نحسب التوقع 
للمتغير العشوائي المتقطع X‏ كما يأتي: 


3 125 108 1 
۱ = AE a E = 
i E r (Fo) (Sy) (55) 26 2 
2-3 تعريف‎ 


ليكن × متغيراً عشوائياً له دالة التوزيع الاحتمالي f(x)‏ على الفضاء ,۸ 

فان قيمة التوقع للدالة U(X)‏ يعرف كالآتي : 

ا = E(x}‏ على افتراض أن اجموع موجود. [2] 

مثال 9-3 

anes 
ste Mel af kev 
X if X =1,2,3 

أحسب التوقع للدالة (×)» على أساس قيم التوزيع الاحتمالي في 

المثال(8-3) أعلاه ؟ 


احل 
Elu(X)} = Sued (x)‏ 
17 125 
د رس )3 + )#2 )=+ IS)‏ —(= 
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الفصل الثالث س 


وفيما يلي بعض خواص التوقع: 
نظرية 1-3 
التوقع الرياضي يحقق الخواص الآتية في حالة وجوده وهي : 
(a‏ إذا كان kt c‏ فان 6ع رع)م . 
(b‏ إذا WU » ols‏ و u‏ دالة فان }) Efcu(X )\=cE{u(X‏ . 
BE‏ كان ركوو 6 ale‏ وان دود رين كن potd‏ 
(X) + ...+ e,4, (X)}‏ ولقيه + Efeu, (X)‏ 
=c, Efu (X )}+c,Efu,(X )}+..+¢, 8 uy (X )}‏ 
البرهان 
برهان الفرع wa‏ 
Dif (x) =e Vf (x) =e‏ - رمام 


بالك ۲ 6 ۲ 


O 


E {cu(X )}= S cu(x)f (x) ءاه رخ عد‎ Jf 9x0 =cE{u( XJ} 
E {eu (X) + )ره‎ ) +... +e, (X )} 
=C, 2 WIL EITE > A) are, م‎ Mes, 


۲ ۲ 6 XER, 


=e BA J EEE uX) لمحي‎ AI) 
10-3 مغال‎ 


ليكن × متغيراً عشوائياً له دالة التوزيع الاحتمالي الآنية: 
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0 «المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتمالية 


1,2,3= له 
f(x) = 6 999‏ ماهو التوقع إلى × و (3- +3)(X‏ ×)3؟ 
0 


, otherwise 
JA 
= =6 
E{3(X +3)(X -3)\=B(3X? -27) - 3 E(X? ) - 5) 27( =3(6 ) -27 =-9 
2-3 نظرية‎ 
: فان‎ X قثل الوسط الحساب للمتغير العشوائي‎ w= ۲ ( ليكن‎ 
. E(X - u) - 


5 2/3 2,2 ی در رد 
E(X J= (IE IE S‏ 


البرهان 
=D‏ ديرم E(x SA > BCX)‏ 

نظرية 3-3 

13 کان ۲ متغیر عشوائباً تباینه alse VOX)‏ »عدداً ثابتاً نان 

V(X +e)=V(X) (a 

V(cX)=c* V(X) (b 

البرهان 

a الفرع‎ 


2 


V(X +e) - 5] +0) - EX + ره‎ | | 
= ۷ +c) - 5) )-c] | 
=E|(X - u)? |=V (X) 
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الفصل الثالث س 
نظرية4-3 
إذا كان ial‏ للمتغير العشوائي ۸ والتباين "فان المتوسط للمتغير 
العشوائي X”‏ هو . 
a ea Cal‏ 
V(X") =1 (b‏ 
البرهان 


E(X ^”) - (ZE) zex -( F(A) - 4 _ HH 0 
0 O 0 


ra= E رك مستت رعو‎ 
a ou o“ 


مح 
q‏ 
T‏ 
Nas See‏ 
1 


5-3 العزوم للمتغير العشوائي المتقطع 
Moments Of A Discrete Random Variable‏ 
يرمز للوسط الحسابي للمتغير العشوائي X‏ بالرمز ب » ويحسب بتطبيق 
المعادلة التالية: 
(3-1) که ای موز اوه Cay‏ رحن 
وهو يملل بالحقيقة ee)‏ للمتغير العشوائي ×»وبذلك یکون 
ل HECA‏ وهو بمثل قياساً لركز التوزيع 4 
وأما (Variance) tl‏ ويرمز له بالرمز *.فهو يملل قياس لاحراف 
قيم المتغير × عن المتوسط ۰۸ فيحسب بتطبيق المعادلة الآتية: 


IS‏ 1< =} زوه ل - نی 


XER, 


o =) Cay 7G) 
)م رد‎ 
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20 - المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الا حتمالية 


اوس اسردم D(x;‏ عفن 


> 


(x) + ww YL)‏ رع وه - ار و 


OE‏ د 
(re‏ 2 )= 
وما أن 1= Erus V(x)‏ فان : 


xeRy ۲ 2 


GE EI E و ی‎ eC eee )3-2( 


وبأخذ الجذر الوجب للتباين نحصل على الانحراف العياري ( Standard‏ 
(Deviation‏ للمتخیر العشوائي × ويرمز له بالرمز » ویکتب بالشکل الاتي: 
)3-3( ا CE ea Ae‏ 

مثال 11-3 
في المثال السابق(4-3) احسب ما يأتي: 
(a‏ الوسط الحسابي لعدد العبوات المشتراة من النوع الأمريكي؟. 
(b‏ احسب الانحراف المعياري لعدد العبوات المشتراة من النوع الأمريكي؟. 
©) أوجد معامل الاختلاف النسي؟. 
الحل 
الوسط الحسابي لعدد العبوات من النوع الأمريكي: 

لحساب الوسط الحسابي والانحراف المعياري يتم استخدام المعادلة )3-1( 

(3-2) وهذا يتطلب تكوين جدول يشم ل المجساميع الآتية: 

pS Ngee (a) اد أو‎ Oy) 
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وعليه يكون الوسط الحسابي فون GAY E‏ 
0.48= *( 01.20 - 21.92 تیم - ( بر o => x]‏ 
ales‏ فان الاحراف العياري يكون: 
o=Vo =V0.48 =0.693‏ 


ولحساب معامل الاختلاف النسبى efficient Variation)‏ )والذي پرمز 


له بالرمز CV‏ فان: 
977 وو ووم Ey‏ 
1.2 لم 
نظرية 5-3 
إذا كان X‏ متغير عشوائياً له المتوسط ب والتباين obo?‏ لكل 1< ؛ 
فان : 
1 
P(X | z10) ST;‏ 
البرهان 


: هي دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير × فان‎ f(x) Ole 
نی‎ = EX - :زم‎ [ - 2, (x >) f (*) 


۲ 6 


)3-4( افده مطل و fe)‏ )رم رد (rap)‏ )= 


xed xed 


سسس المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتمالية 
حيث أن : 
to}‏ < ار - با io} A = ix:‏ 2 اسم = A= {xs |x‏ 
نلاحظ أن Jt)‏ الثاني £ العلاقة(3-4) هو جموع غير سالب ales‏ فانه 
يكون اكبر أو يساوي صفراً. 


إذن خسصل علدن:: f)‏ =( )2 يكحا ان 6< Ix - u|‏ 


ام د 
(3-5) ناسين سناد ی ار و ار 
xed xed‏ 
وبما أن 


Sif (x) =P(X €A) =P(|X -uļ2t0) 


2 
وبالتعويض في )3-5 frat‏ على : 
رج < | - o <:0 P(X‏ وبالقسمة على fred o7t?‏ على: 
5< ره < PUY -u|‏ وهو المطلوب . 
مثال 12-3 
إذا كان للمتغیر العشوائي التقطم ۲ القيمة التوسطة 50 والتباین 25 6 فما 
الحد الا علی للاحتمال الذي پنحرف عنه × بقيمة على الاقل 20 ؟ 
ال 
=s Hol‏ و2 نج 
وان )50|240- P(|X -50|< 20) =P(|X‏ 
وعليه وحسب النظرية 2-3 فان: 


P(|X -50|240) > 


مره تضم 
16 ?)4( 
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اتفصل الثالث - 

نلا حط بان الوسط والتباين هما أكثر القياسات أهمية لوصفها خصائص 
التوزیع الاحتمالي وهناك oyl‏ خاصة من العزوم للمتغير العشوائي التقطع 
X‏ وسنعرف منها ما ياتي : 


تعريف 3-3 


: متقطعا وم عدد صحيح موجب فان‎ Lil phe متفزا‎ ۲ oe 
BERTIE DST A) eee ee ea (3-6) 


XER, 


„(rth moment about the origin) حول نقطة الأصل‎ re sl ويسمى‎ 
4-3 تعريف‎ 

ليكن ۶ متغير عشوائي متقطع ry‏ عدد صحيح موجب فان : 

w= E(x py) b= E (xX Hf (RY ves (3-7) 


x بر‎ 


ويسمى العزم المركزي central moment)r‏ 0 للتوزیع × . 

من التعريفين أعلاه نلاحظ أننا نستطيع أن نحسب المتوسط یر = بم 

وهو هثل العزم المركزي الأول حول نقطة الأصل.أما التباين فانه مشل 
العزم المركزي الثاني للتوزيع X‏ 

آما العزم المركزي الثالث والرابع فتستخدم في بعض الأحيان .اي کنسب 
للعزم 5 al LoS‏ 


)3-9( هت هن en‏ - 7 

gly‏ تستخدم لقياس الالتواء والتفلطح للتوزيع ؛وهکذا إذا كان التوزيع 
متناظر حول المتوسط فان قيمة My‏ وقيمة ,7 تكون مساوية إلى الصفر. 

والالتواء يكون Lage‏ إذا كان My‏ و ,7موجبتان.بینسا إذا كان الالتواء 
Wu‏ فان قيم Hs‏ و 7 تكون سالبة. 


- 94 - 


- المتفيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات adlais Yi‏ 


إذا كانت قيمة My‏ و یر كبيرتان فان التوزيع يكون متفلطحاً نسبياًءأما 
إذا كانت القيمتان صغيرتان فان التوزيع يكون بارزا. 
atii 6-3‏ المولدة للعزم The Moment Generating Function‏ 
سنعرف آدناه دالة المتغير الحقيقي + .وال تسمى الدالة المولدة للعزم 
ویرمز لما بالر م ز(/,7.8)والتی من خلاضا تمرف ode‏ من العزوم إلى ۲ .عتدما 
تکون موجودة. 
تعریف 5-3 
ليكن X‏ مستغيراً ع شوائياً متقطعاً له دالة التوزيع الاحتمالي 
f(x) = P(X =x)‏ في الفضاء Ry‏ .فان الدالة المولدة للعزم () My‏ تعرف 
بالشكل الاتي: 
(3-10) 8 0 رز 


ie. 

ونلاحظ من خلال هذا التعريف بان الدالة )( [AFM‏ القيمة المتوقعة 
بالنسبة إلى “© وعليه سنکتبها بالشكل الاتي: 

RAD ل‎ ae ل‎ ree (3-11) 

كذلك نلاحظ بان BAI‏ (3-10) قثل مجموع متسلسلة غير منتهية» وهي 
لاتقترب دائماً من قيمة منتهية »كذلك فهي موجودة لجميع قیم /. 

عندما نتعامل مع الدالة المولدة للعزم نفترض بأنها موجودة لجميع قيم / 
بحيث أن Ah yad -h<t<h‏ 

ومن نظرية التحليل الرياضي فان وجود () ,1 بالنسبة إلى / > > - 
توق ل إن مشاه اعون إن لجنيس ا حب ها pO‏ 
موجودة.إي أن 


ور MO) = De"‏ - مابلا 


XER, 
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الفصل الثالث س 


M"(t) -< 


TM (t)}= È xe" f(x) 
: وبشكل عام لكل عدد موجب 7 فان‎ 
۱ زرلا‎ =< (M,(1)} = Ze Peco, 


وعندما نضع 0= ۲ نحصل على : 

MISSES SO ET اح سو‎ (3-12) 
۱ > Keer Ces Ye fr ya BOM) a ال‎ (3-13) 
على:‎ rat ple وبشكل‎ 

MOE eS OX 01 ae (3-14) 


ie, 

وعلیه إذا كانت الدالة المولدة للعزم موجودة فإننا نستطيع أن نوجد 
التوسط والتباين للمتغير العشوائي المتقطع × وكما پأتي: 

EM COO EM OTE M OS ماتخ‎ )3-15( 
۱ 13-3 مثال‎ 

لیکن × متغبراً عشوائياً متقطعاً له دالة التوزیع الاحتمالي الآتية: 

TTS 
الدالء المولدة للعزم‎ se gh )×(=2 3 


0 otherwise 


( )نم آو جد التو سط والتباین اة ال FA‏ 


Je! 


من العلاقة(3-10) فان الدالة الولدة للعزم هي: 


ا ا 
ادف ر( M(t) = e‏ 
Kel‏ 


306% 


ل ل ل سسب التغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتمالية 
حيث نلاحظ إن المجموع أعلاه عبارة عن متسلسلة هندسية متناوبة »وان 

as‏ ایو TESI‏ ( 3 )۵2 > »ولذلك 

فان الدالة المولدة للعزم تعطى بالشكل الآتي: i‏ 

. 1 <log(=) Neds Oe d 


Ie) mle 


r / " 3 ! 3 2e' 
Nie EE E Ly ae ao 
e ۲ EET 
: كذلك فانه بوضع ۸20 فان‎ 
i ! 0 ۲ ها ام‎ 
M (0) i عد ايح‎ (Gee 
(3-2e')° (3-2e J (3-2e ) 


وعليه ومن العلاقة (3-15)فان: 
w= ۸۱۲0 ( SI MOSM =15 -)3(* =6‏ 
ملا حظة : 
سنذکر في الفصول آلاحقة . عن الدالة المولدة للعزم بمتغيرين ونلاحظ 
العلاقات المهمة التي سوف نستنتجها منها لتبيان أهمية هذه الدالة. 
مثال 14-3 
لتكن الدالة المولدة للعزم للمتغير العشوائي المتقطع هي: 
ب مر 


2 1 
x ينل‎ cl Wb) eee eee ae ۰ ینت‎ ee 
ii pol ل‎ ae 0 10 10 10 


je! 
. وان التوزیع الا حتمالي هو‎ A =1,3,5,7,9 : القيم هي‎ 
Í 2 4 2 ] 
TOR R ري‎ a S T ear 
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الفضل STE‏ ند 

7-3 التحويل 2 المتغيرات العشوائية المتقطعة 

0 لتكن الدالة الاحتمالية للمتغير العشوائي ‏ والمتغير العشوائي ۲ الذي 
يُعرف بالشکل التالی: 


واذا كانت قيم ۲ هي وقيم ۲ هي )2 = رز .ولکل فيمة من فیم 
X‏ توجد dl ey GS‏ ()ع: وعلیه فان الدالة الاحتمالية ل می: 


E Re ee ere (3-16)‏ عاو 
حيث أن fy (X)‏ هي الدالة الاحتمالية للمتغير العشوائي × وان: 
(3-17) ل ع ا اليك 
KEN‏ العلاقة تعنى الدالة العكسية للعلاقة (3-15). 
مثال 15-3 
لتكن : 
set O‏ 2 ادير l‏ 


f (x) = ~‏ دالة LAGS‏ الاحتمالية للمتغیر 
otherwise‏ , 0 

العشوائي التقطع X‏ »ولیکن 2 دالة للمتغير العشوائي 7 أوجد 

EY التوزيع للمتغير العشوائي‎ dle 

je! 

من العلاقتين )9-16 )3-17( وبما أن 2 +37 ۲ فان 22- X‏ وعليه 

فان الدالة الاختمالية للمتغير ۲ هي: 


ean — 
- = 1 ر(‎ =5,8,11,14,17, 20,23, 26, 29,32 
fy (y)= 


0 , otherwise 
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المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الاحتمالية 


0,x <]‏ 
pp E‏ 
110 
l,x 210‏ 
فان دالة التوزيع للمتغير العشوائي ۲ هي: 
0,y <5‏ 
yt)‏ رمج جر ) 
x =/1,2,...,10‏ خخ تة هوم F‏ 
y(y) 710‏ 
l,y 232‏ 
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الفصل الثالث 


تمارین الفصل الثالث 
1 فيما يأتي التوزیع الاحتمالي لعدد الوحدات التي تستهلکها الاسرة من أحد 
مساحیق النظافة خلال الشهر X ۰۲ =0,1,2,3,4,5) «X‏ 


ote) x‏ الوحدات الق 
fo‏ || ل 
اوجد مايلي : 
مانوع هذا المتغير (عدد الوحدات التي تستهلکها الأسرة)؟. 
ثم احسب الوسط والوسیط والنوال والاحراف العياري لعدد الوحدات 
الستهلکة؟. 
کون جدول التوزیع التجميعي FO)‏ ثم آوجد الاتي: 
(a‏ نسبة الأسر التي يقل استهلاکها عن وحدتین؟ 
(b‏ نسبة الأسر التي يزيد استهلاكها عن 3 وحدات؟ 
Cc‏ إذا كان لدينا 500 أسرة» فما هو عدد الأسر المتوقع أن يكون استهلاكها 
على الأقل 3 وحدات؟ 
Cd‏ احسب معامل الالتوای وكذلك معامل الاختلاف النسي» وعلق على 
النتائج؟. 

cual 2‏ قطعتا نقود ركان مل المت العسواق للصور الظاهر: علی 
الوجه العلوي كي نت اللي ese‏ اعد احتمال کل متغير؟ 
3. آوجد القيمة التوقعة للمتغیر العشوائي ۲ الذي fre‏ عدد مرات ظهور 

صورة في تجربة إلقاء قطعة نقود ثلاث مرات؟ 
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سسس المتغيرات العشوائية المتقطعة والتوزيعات الا حتمالية 


4. إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ‏ كما في الجدول التالي: 
0.1 0.36 /وجد تباين المتغير العشوائي oe‏ 

6 كبس فیه 3 کرات بیضاء و7 كرات هراء Caren‏ عینه من ثلاثة كرات 
بدون آعادة اذا كان التغیر العشوائی fe‏ الفرق ين عدد الکرات البیضاء 
واطحمراء d‏ العينة »أوجد القيمة المتوقعة للمتغير العشوائي 5-7 ۲۲ 

7 إذا كان × يمثل متغيراً عشوائياً متقطعاً له دالة الكتلة الاحتمالية الآتية: 


Cr = 


DUN MST 2 ل‎ 
CRP Hs kl + 2x JS SO 


0 , otherwise 


آوجد قيمة الثابت Wel tk‏ الاحتمال )5< P(2<X‏ و )6= p(x‏ ؟ 
8 هل أن الدالة آدناه هی دالة كتلة احتمالية أم N‏ 


age ور‎ Te Zi 
a a ee ae EE 


0 , otherwise 
ليكن ۲ يمثل متغيراً عشوائياً متقطعاً له دالة الكتلة الاحتمالية الآتية:‎ 9 


cx,x =1,2,3,4,5 


0 , otherwisw 


r=‏ فأوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير × ؟ 
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ا لي a‏ 
0. ليكن × يشل متغيراً عشوائياً متقطع له دالة الكتلة الاحتمالية ASV‏ 

X 

aS‏ ات بي 

PX فأوجد دالة التوزيع التجميعية للمتغير‎ f(x) = io cen 


0 , otherwisw 


1 : 3 
ثم ارسم A‏ واوجد )>< ×> )۳ )$2 P(x‏ (3< ٭)۶؟ 


1. إذا كان × متغيراً عشوائياً متقطعاً حيث إن ۸ .....,1,2< × وله دالة الكتلة 


4 

00 

X ۳ ۳ 

۲ 2 0 =a Be eae + , الاحتمالية (/.2.71) هي: 2,3,....7, 1ح‎ 
Gch ا‎ 1 


في الحالات الأخرى : احسب قيمة © ؟ ثم ام Tal)‏ 


= وان 
-(n+2)}‏ 2۳۷12۳۲ + ) 


fos - 
(a 
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الفصل الرابع 


0 1-4 توزيع برتولي 
: 2-4 التوزیع ثنائي الحدین 

| 3-4 التوزيع البواسوني 

۱ 4-4 التوزيع الهندسي 

| 5-4 التوزيع ثنائي الحدین السالب 
| 6-4 التوزیع الهیبر جيومتري 

0 تمارین الفصل الرابع 


التوزيعات الا حتمالية المتقطعة الخاصة 


SPECIAL DISCRETE PROBABILITY 
DISTRIBUTIONS 


في كثير من النواحي التطبيقية» تتبع بعض الظواهر توزيعات احتمالية 
خاصة. وهي التوزيعات التي بها يمكن حساب احتمالات قيم المتغير عن طريق 
معادلة رياضية؛ تسمى دالة الاحتمال e f(x)‏ وهذه المعادلة لما معالم معينة. 
تسمى بمعالم المجتمع الذي پنسب له هذا التوزیع» وهذه المعالم ما هي إلا حقائق 
ثابتة جهولة. وهي الأساس في حساب القيم الاحتمالية للتوزيع الاحتمالي 
للمجتمع محل الدراسة. 

ومن أهم التوزيعات التى سيتم دراستها في هذا الفصل ما يأتي. 

1-4 توزيع برتولي Bernoulli Distribution‏ 
في تجربة ما إذا كانت النتائج التوقعة odd‏ التجربة عبارة عن احتمالين 
هما احتمال النجاح واحتمال الفشل . حيث إننا سنرمز لاحتمال النجاح 

بالرمز P‏ ونرمز لاحتمال الفشل بالرمز eq =1—P‏ 
وعلى هذا الأساس ob‏ نتائج التجربة ستخضع لتوزيع بيرنولي والذي 
يعرف بالصيغة الآتية: [2] 


)4-1( نمه ا سد وسو pena‏ كمسو تكن ساف GED‏ ونح تار EUR‏ 


0 otherwise 


ومن خلال العلاقة )3-10( ومشتقاتها الأولى والثانية بالنسبة إلى ؛يمكن أن 
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الفصل الرايع ‏ 
نحسب التوسط والتباين للتوزيع وکما يأتي: 
M (= De® f(x)‏ فان: 


xERy 


M(t) = de” p(x) 


XER, 
ا ا‎ 1 1 1 E E TEA (4-2) 
: على‎ hatt وعلیه وباشتقاق العلاقة(4-2) بالنسبة إلى‎ 

M(t) = pe’ 


وهو يمثل العزم الأول وبوضع ۸20 يكون : 
لم - ( E)‏ = م = "م = (14,)0! وبمثل متوسط التوزيع. 
أما العزم الثاني فان : 
M(t) = pe‏ وبوضع 0- : يكون : 
=p=E(X `)‏ "عم - M!(0)‏ 
ومنه نحصل على التباين : 
POLIS JADA SPP‏ 


= p(1-p) = pq 
مثال1-4‎ 


آلقیت قطعة نقود مرة‌واحدة وکان اعتمال ظهرر BUSH‏ ۶ سای 


صقرا واحتمال ظهور الصورة rh‏ پساوي واحدا فما هی دالة الكتلة 
الاحتمالية للمتغير CX‏ 


الحل 


للاحظ إن ظهور الكتابة والصورة حدثان متساويان وبالتالي فان: 


l 

DT ( Pe‏ 2 ) 11 )72 ومنها تكون دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير مها 
۱ ۲ 

7 لي 


3 
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التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 


س | وم 


0 otherwise 


2-4 التوزيع ثنائي الحدين The Binomial Distribution‏ 
پستخدم هذا التوزيع في الحالات التي يكون للظاهرة محل الدراسة نتيجتان 
فقط كما هو الحال في توزيع بيرنولي وهما نتيجتان متنافیتان النتيجة محل 
الاهتمام تسمى UL‏ النجاح. والاخری تسمى LE‏ الفشلء. ومن أمثلة 

ذلك:[7] 
o‏ عند إعطاء مريض نوع معين من الأدوية» ها نتيجتان: ( استجابة للدواء 
أو عدم استجابة) . 
o‏ عند فحص عبوة بداخلها نوع معين من الفاکهة. ها نتيجتان 
ه ( الوحدة إما أن تكون سليمة» أو تكون معيبة). 
© عند إلقاء قطعة عملة. U‏ نتيجتان (ظهور الوجه الذي fot‏ الصورة أو 
الوجه الذي يحمل الكتابة). 
ه نتيجة الطالب في الاختبار ( جاح رسوب) . 
ه استخدام المزارع لبرنامج معين في الزراعة ( يستخدمءأولا يستخدم). 
إن شكل التوزيع الاحتمالي ثنائي الحدين إذا کررت المحاولة n‏ من 
الرات» بحيث أن كل محاولة ها نتيجتان فقط متنافيتان هما: 
النتيجة محل الاهتمام حالة نجاح وتتم باحتمال ثابت في كل محاولة هو 


النتيجة الأخرى ' حالة فشل وتتم باحتمال ثابت أيضا هو g=l-p‏ 
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| لفصل الرایع ان 
وبافتراض أن هذه امحاوللات مستقلة» بمعنى أن نتيجة كل محاولة ليس لما 
علاقة بنئيجة الحاولة الأخرى. وإذا كان المتغير العشوائى × يعيبر عن عدد 
حالات النجاح عدد النتائج محل الاهتمام في ال 7 محاولة» فان مدي المتغير 
العشوائى X‏ والذي يعبر عن عدد حالات النجاح A SO 2 uli gh‏ 
ومن ثم يحسب الاحتمال P(X = x)= f(x)‏ بتطبيق المعادلة الآنية: 
paee) DT SO oo‏ 
X‏ 


حيث أن () هي عدد طرق اختيار x‏ من ۰ مع إهمال الترتيب» وتحسب 
bes‏ يلى: 


۳ ۱۱:۵۲ رول 0 ابح‎ Mek AL) 
5 x(x -1)J(x -2)..x3x2x1 


| | نت‎ -35 = 7 
ISAK 4 


0 


سوف نرمز لهذا التوزيع بالرمز p)‏ ,5,7 . 
مثال 2-4 
}13 كان من العلوم أن نسبة الشفاء من مرض معین باستخدام نوع معين من 
العقاقیر الطبية هو ۰060 إذا تناول هذا العقار 5 مصابین بهذا الرض. 
فإذا عرف التغیر العشوائي × ah‏ عدد الذين پستجیبون (حالات الشفاء) 
A‏ 
المطلوب: 
8) ما هو نوع المتغير؟ 
(b‏ اكتب شكل دالة الاحتمال f(x)‏ لهذا المتغير؟. 
©) احسب الاحتمالات الاتية: 
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التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 
وما احتمال استجابة 3 مرضى لهذا العقار؟ 
»ما هو احتمال استجابة مريض واحد على الاقل؟ 
»ما هو احتمال استجابة 2 مرضی على الأكثر ؟ 
(d‏ احسب الوسط glib!‏ والانحراف العياري لعدد حالات الاستجابة. 
(e‏ حدد شكل التوزيع. 
الیل 
عدد حالات الاستجابة X‏ متغير كمي متقطع ‏ ومدی هذا التغیر في هذه 
tp UL‏ )}0,1,2,3,4,5= وه 


وان شكل دالة الاحتمال: 5= ۰7 0.60= م۰ 0.40- م - [- ۾ يكون: 
رو رو peie‏ 
WE GOI a ass‏ °)0.4( 606۳[ 2 
حساب الاحتمالات: 
ه حساب احتمال استجابة 3 مرضی .هدا الدواء: (3) رك )3 P(x‏ 
x0.03456‏ 10= 0.16 0.216« = 7 ) )0.6( 3(= (3) 
0.3456 = 
© حساب احتمال استجابة مريض واحد على الأقل: )21 P(x‏ 
P(x 2l)=f(l)+f(2) +f (3) + )4( +f (5) -1 -7 (0)‏ 
=1=|(j )(0.6)"(0.4)' | =1-1 x1 x0.01024 =0,98976‏ 
ae ase‏ شاه 2 فورض ای زر ECR SIP AGS‏ 
P(x S2) 274) PAO)‏ 
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eae ea الفصل الرايع‎ 


=? (0.6) (0.4)? +) لس‎ +) )(0.6)°(0.4)° 
3 x4 


1(1)(0.01024+ ) 0.0256() 0.6( =+ )0.064() 0.36( = 
5-١ +) 6 PA < 0.3 4‏ 
وحساب الوسط الحسابى. والانخراف المعياري لعدد حالات الاستجابة 
فان : 
الوسط الحسابى (u)‏ في حالة التوزيع ثنائی الحدين Cat‏ بتطبيق المعادلة 
أدناه وباستخدام العمليات الرياضية يمكن الوصول إلى النتيجة التالية: 
ox f(x) =np‏ =1 
Ge Nett ba SLOG‏ 
=np =5(0.60) =3‏ 
إل الصورة الاتبة: 
ووم = تس 


مك كد لك أن نستخدم العزوم من العلاقات (3-10) و (3-11) الى 
وردت E‏ الفصل الثالك ساب الاين 


M (t) = E(e") = ye" ies م‎ y 
a re "* = (q+ pe')" 


وبأخذ المشتقة الأولى فان: 


M; (t) = n(q + pe')" (pe') 
كذلك فان المشتقة الثانية تكون:‎ 
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التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 
pe‘)? (pe Y + n(q + pe')"' (pe')‏ + و)(ا- M"(1) = n(n‏ 
وبعد التبسيط وبا أن =l‏ + ترفان: 

np‏ = ( ۸۱/0 وان ales M"(0) =n(n-1)p? +np‏ فان: 


o° =M1(0)-{M'(0)} =n(n-1)p? +np-(np)? =np(1 - رم‎ 


= npq 
تباین عدد حالات الاستجابة هو:‎ 13] 
o° =npq 
=5(0.60)(0.40) =1.2 
الا حراف العياري الصورة الآتية:‎ Joh ومن ثم‎ 
o = 9 
= 1.2 - 5 


ويمكن حساب معامل الاختلاف النسی. بتطبيق المعادلة الآتية: 


Ea — 2 x100 ae x100 = 36.5% 


آما شکل التوزیع فیتحدد كما ياتي: 

(ذا p=05 ols‏ فان التوزيع الاحتمالى ثنائى الحدين یکون متمائل. 
الالتواء. 

إذا كان 0.5< م فان التوزيع الاحتمالي gi‏ الحدين يكون سالب 
الالتواء. 

وحيث أن p=0.6>0.5‏ فان توزيع عدد حالات الاستجابة سالب 
الالتواء. 
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| لفصل | زا لسع سس سس سس سس سس سس تست 
مثال 3-4 

صندوق يحتوي على 5 كرات سوداءو 10 كرات حمراء »سحبت منه 3 

كراش as‏ الاعادة .احسب ما پأتي: 

(a‏ احتمال ظهور كرة سوداء من بين الکرات السحوبة؟ 

NG‏ سردا ی اک a‏ ال ات توت 

امحل 

ی ها ار 


وعلیه فان دالة التوزیع الاحتمالي للمتغير العشوائي التقطع ۲ هي : 


: ۱ ۱ 00 ۱ 
I el ee Sede wa 
PC spy SPRI = = 3 3 0 op eh re: 


> م otherwise‏ 0 
* ومن TA‏ اعلاه نحسب احتمال ظهور کرة سوداء من الکرات السحوبة 
تا 


HOON it oe a 
wrote IER) _ 
BGs! ای‎ E E 
p(x 21) = p13, 2) +۲23 (+ (3.3.5) 
NEE HG a 
= ات + ]=| |— + اد ات‎ | — 
I3J 3 2)\3 3 SANS. 3 


| 0 Ki od 


oh AA R 


p(x 21) =1-p(x <1) =1-p(X 0] أو‎ 
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التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 


EE. (1) (2) دی‎ 
TED OF 27 


أما بالنسبة إلى دالة التوزيع التجميعية فهي: 


حيث يمكن لنا ومن خلال جدول توزيع الثنائي الحدين المرفق في ملاحق 
الكتاب أن نحسب الدالة في العلاقة(4-3)فمثلا اذا كان 7-10 و020-م OLS‏ 
p(X <2) =0.6778‏ وكذلك فان: 0.2222= 1-06778= )23 P(X‏ يتم حسابها من 
احداول. 


3-4 التوزيع البواسوني Poisson Distribution‏ 
2% استخدام هذا التوزيع في الحالات التي تقع فيها الأحداث وفقا 
لمعدلاات زمنية» وكذلك £ حالة الأحداث نادرة الوقوع» ومن أمثلة ذلك:[7] 
ه عدد الوحدات الق تستهلكها الأسرة من سلعة معينة خلال الشهر. 
و02 X :{x‏ ۱ 
0 عددمرات ري نوع معين من المحاصيل الزراعية خلال الموسم. 
X {x =0,1,2,...}‏ 
* عدد العملاء الذين يتم خحدمتهم النتكيية کل 10 eats:‏ ی 
X {x =0,1,2,...}‏ 
علد مرات زيارة الریضص للطبيب کل 9 ار تا × X‏ 
۵ علد مسرات E‏ و للحوم الحمراء خلال الأسبوع. 
Xf e201, 2)‏ 
o‏ علد أخطاء الطباعة لکیل ص فحة من صفحات الج TE‏ 
X {x =0,1,2,...}‏ 
وهكذا الأمثلة كثيرة. 
وكان المتغير العشوائى X‏ يعبر عن عدد مرات وقوع Sot}‏ وفقا لهذا العدل» 


8 
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الفصل الرابع 

فإن مدى التغیر العشوائي هو يللاف EIR‏ غيادة 
عن فئة مفتوحة من اليمين» فان الاحثمال P(X - ( - f(x)‏ والذي يعبر عن 
احتمال وقوع الحادث عدد × من المرات وفقا هذا العدل» يحسب بتطبيق 
المعادلة الآتية: 


et! x 


ee A EOS. 


حيث أن € هي ساس اللوغاريتم ا ا 
اشا وقیمتها هي: 5 ح- ص J‏ تقريباء ویکن حساب قيمتها باستخدام الآلة 
الحاسبة بإتباع الخطوات التالية من الشمال إلى اليمين: 

مثلا إيجاد el?‏ 


ED OUD OED 


و آما x!‏ نتشمن ig yea‏ العدد x‏ ویساوی: 
XIRI‏ لانيو الله ور ارت عر 
ومن خصائص هذا التوزيع ما يأتي: 


oe = x 


€ H 
x =0 x 


M (t)= >e D AES AA (4-3) 
x 
ECX JE // القيمة المتوقعة قعة للمتغير × هي‎ Ce 
V(X) هوم‎ X التباین للمتغخر‎ 84 


ويمكن البرهنة على الخاصية © وك وذلك الا دالة العزم المولدة 
وکما ياتي: 


(a‏ ]= م م 


- 114 - 


التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 


C Olay 
ای‎ Xx oo f yx 
0 Mer sn (pe) 
M (t Ele e =e") ل‎ 
SDE FE م2‎ 
م م‎ =e -( 


وبأخذ المشتقة odd‏ الدالة نحصل: 
M(t) = ue'e ME DE jp AT‏ 
OE HO) = p= B(X )‏ 
وباخذ الشتق الثانية حصل علی: 
M(t) = pe" (1 + pe")‏ 
OY‏ و pe!‏ + 1 )بر = 
p‏ دير = M!(0) = ul + pe” Je I‏ 
ales‏ يمكن إيجاد التباين وكما يلي: 
o’ =M!" )0(-)/))0(( = + -p =‏ 
مثال 4-4 
إذا كان من المعلوم أن عدد الوحدات التى تستهلكها الأسرة من سلعة 
معينة خلال الشهر تتبع توزيع بواسون بمتوسط 3 وحدات شهرياء إذا 
عرف المتغير العشوائي X‏ بأنه عدد الوحدات التي تستهلكها الأسرة خلال 
الشهر من هذه السلعة. 
المطلوب: 
8) ما هو نوع المتغير العشوائي؟ 
Cast (b‏ شكل دالة الاحتمال f(x)‏ لهذا المتغير. 
©) احسب الاحتمالات التالية: 
o‏ احتمال أن الأسرة تستهلك وحدتين خلال الشهر؟ 
ه احتمال أن أسرة ما تستهلك وحدة واحد على الاقل خلال الشهر؟ 
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e‏ احتمال OF‏ أسرة ما تستهلك 3 وحدات على الأكثر خلال الشهر؟ 

4) احسب الوسط المسابيء والاحراف المعياري لعدد الوحدات 
الستهلکد. ۱ 

(Ce‏ حدد شکل التوزیم. 

الحل 

عدد الوحدات التي تستهلكها الأسرة × متغير كمي متقطع . ومدى هذا 

المتغير في هذه الحالة هو: /....0,1,2,3- X efx‏ شكل دالة الاحتمال. 

بماأن متوسط عدد الوحدات التي تستهلكها الأسرة خلال الشهر هو: 

3- بر إذا دالة الاحتمال هي: 


f(x) =F 
X: 
Eaa 


A 


حساب الاحتمالات 
© حساب احتمال أن آسرة ما تستهلك وحدتین خلال الشهر 


e%3’ 0.0498 (9) 
a Se 


` f(2)= = 0.22404 


» احتمال أن أسرة ما تستهلك وحدة واحد على الأقل خلال الشهر هو: 
P(X <1( -/ )1( +f (2) +...‏ 


073 0.0498 
pas 0! 1 


=] -0.0498 =0.9502 


* احتمال أن أسرة ما تستهلك 3 وحدات على الأكثر خلال الشهر هو: 
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ل ا ا ا ا م ASS SS‏ 2257157001 التو aJi 9 5 Yj Olay’‏ اد ۱ 4 الخاصة 


P(X <3) =f (3) 4702) 47 (1) +f (0) 

gg eR? E e 3" 00498 
ري لات‎ A ل‎ A 

30 2! 1! 0 l 
=0,0498[ +++ | = 0.0498 (13)=0.6474 
6 DB 1 
: ف ا التوزيع البواسون هو معلمة معطاة هي‎ (u) الوسط الحسابي‎ 
ومن ثم يكون الانخراف العپاري هو:‎ co < أي أن: 3< بر‎ 
O = fu =V3 - 32 
Sp Os as الیو‎ EN وكين خوت ها‎ 
استخدامها ن الفصل السابق وهو:‎ 


37:7%= 2106 و Vi‏ 
7 
ملا ‘de>‏ 
نظرية 1-4 


. تقترب إلى الصفر وم -1تقترب إلى الواحدءوكذلك إذا كان © جم‎ p 
البرهان‎ 
أن التوزیع الثنائي الحدين هو:‎ lk 


n 
Pemp) =È") p` (I—p)"* „x 201 2 re 


CRT عقر‎ La. +1) 


x! 


Prep ss (4-4) 
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بحا = فاد e a ad‏ ب 1 AE‏ ۱ هذه äl‏ 
Ow,‏ < لا P F‏ و P‏ وبالتعويض عن لشیم في 
العلاقة )4-4 فان : 
ی lly fay‏ هرت هو مر ع ورم( زع و وم 
۱ 3 8 ی T E‏ 


x! F 


+ 


n 


SE ای‎ 
p(x,n,p) 3 ۱ 3 } 


وا الا للطرف الأيمن عندماه ج ۸ نحصل: 


Ay |‏ )للخم مالف مامه 4 e‏ 


n~ E n x 7 


A. 
=e" DA 
x! 


وهذا يمثل توزيع بواسون.[2] 
مثال 5-4 
ليكن المتغير العشوائي ۲ يخضع لتوزيع بواسون وان )1= p(x‏ د )2= P(x‏ 
فأوجد )23 )م؟ 
الحل 
ee‏ وا ای و 


2 2 مس‎ Ht 
3 i! 


e” =‏ ومنه Jud‏ على برك - “م وبذلك يكون = 


إذن تكون دالة الاحتمالية للتوزيع هي: 
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سس سس التوزيعات Y‏ حتمالية المتقطعة الخاصة 


9 

A 

ee‏ )= ی 
x!‏ 


P(X pase? 
0 otherwise 


ومن هذه الدالة sue‏ الاحتمال: 


4 x 
0 

. p(X 23) =1-P(X <2) -[ - 2 ۵ oe 
+ =0 XxX. 


p(X < 6)‏ على سبيل JA‏ »فإذا كانت 100= n‏ و 0.03= p‏ فان: 
D(X 26) =1—-p(X <5) =1-0.916 =0.084‏ 
حيث تم حساب قيمة 3= )100(0.03= np‏ = ومن ثم اخذ هذه القيمة بنظر 
الاعتبار ومتابعة الحدول على اساسها. 
4-4 التوزيع الهندسي Geometric Distribution‏ 
إذا كان × متغیراً عشوائياً متقطعاً فانه في Ub‏ خحضوعه للتوزيع ثنائي 
لحدين فيسمى التوزيع المندسي وتكون دالته بالشكل الآتي: 
FLIER) i) E os Rr ales (4-5)‏ 
إن × تمثل ضعف دالة التوزيع الهندسي وعليه تكون الدالة الاحتمالية للتوزيع 
3 1 4 + + - ۰ 
p(x, p) -22E‏ وبذلك يمكن أن نعبر عنها كما يأتي: 
PLADI IE aa‏ 
p(x, p) =‏ 
otherwise‏ , 0 
ad‏ الوسط الحسابى والتباین للمتغير العشوائي × وذلك من خلال إيجاد دالة 
المولدة لهذا المتغير : 


الفصل الرایع 


MAD =E) Èe wtp) 
x=] 


x-l 


= pe 2۱6۱ - -p)e'} 


= pe' {1 -(1-p)e' Y 


pe 
= — سس‎ , <—log(l - 
1 801 - ( 


M! ا‎ eee 
#7 1 a 5 


۲ 4 r ee P 
وهو هثل المتوسط للتوزيع.‎ M,(0) ~ pret 
علی:‎ ead M, (1) ولإيجاد المشتقة الثانية للدالة‎ 


period ape) شان‎ E ER الل‎ 


s ۲ زر‎ 
P 


My Ti 331 2 ر‎ 
]1-)[ - pje} pe pe 
نحصل على:‎ t =0 وبوضع‎ 
Í 
فان التباين يكون:‎ ales M0) = te 
2 (l+(l-p) 1 _I-p 
7 = =M" aM) 2 SS کو‎ 
a =V(X) M (0)-{M;(0)) ۳ s p 


وتكون دالة التوزيع التجميعية للمتغير 1 هی : 


x = pes x 5 
RES pean ps! ی‎ 


n=l 


والتي يمكن كتابتها بالصيغة التالية:[7] 
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FOE Epo A We roman el ee os eee 
OF asad 
are مار ادر‎ ry aa a a (4-6) 
1,x — +œ 
6-4 مثال‎ 
كيس يحتوي على 8 كرات بيضاء و 4 كرات سوداء سحبت من الكيس كرة‎ 
واحدة مع الإعادة والمطلوب:‎ 
عدد مرات سحب كرة بيضاء .أوجد القيمة المتوقعة والتباين‎ fer اذا كان‎ (a 
احتمال ظهور كرة بيضاء في أول سحب من السحبة الخامسة؟‎ (b 
احل‎ 
2 
أن ۲ له‎ ly وعليه‎ PU) = < نلاحظ أن احتمال سحب كرة یضاء هو‎ 


x-/ 
2 303 RSA 
P Rea 3 
3 
, otherwise 
i i 3 bk etic 
E(X ( وتكون القيمة المتوقعة للمتغير هو << جع‎ 
3 
] 2 
1-P e 
7 ) ۲ ( أما التباين فیکون: - - ت دج‎ 


k 


ولإيجاد دالة التوزيع التجميعية فان: 
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الفصل الرابع 


0 ,x <] 
2 
F(X } = ال‎ R e مت‎ a (4-7) 


1,x اج‎ +0 


وللحصول على كرة بيضاء ف في أول سحب من السحبة الخامسة: 
4 !-5 
p(s.2\=2(1-2) -2(4) ۳‏ 
243 3\3 3 3 3 


5-4 التوزيع ثنائي الحدين السالب Negative Binomial Distributions‏ 
التوزيع الاحتمالي له ُكتب بالشكل الاتي: 


م 
بر ل ص e ۱۳۹ x=er,rtl‏ 
pa‏ 
نلاحظ بان اال عدد حالات النجاح of to:‏ لدینا (1-م )اكه 
ملاحظة: 


إن التوزيع افندسي في(4-5) هو حالة خاصة من التوزيع الثنائي السالب 
وحصل عليه بمجرد وضع 1= . 

ويمكن حساب القيمة المتوقعة والتباين للتوزيع الثنائي السالب Seas‏ 
خلال إيجاد الدالة العزوم المولدة للمتغير × وكما يأني: 

دالة العزم المولدة للتوزيع الثنائي السالب هي: 


5 
M(t) = E(e" ( = 2 e 


v Sry 


=(pe')" Jia 0 5 
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ب التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 


LOF 5 x = an toe A 
=( pe’) So aes 
t<-log(]—p) أو‎ qe! >1 إن المجموع في العلاقة اعلاه نحصل عليه اذا كان‎ 
)أي ل‎ 1 —ge')" ويعطى ناتج اجموع ب‎ 


M(t) =(pe' J(1 -( 


i BEIT cl PE 
(l-ge')" ۱-۵" 
وهذه تمثل دالة العزم المولدة للمتغير × .ولإيجاد القيمة المتوقعة نشتق الدالة‎ 


mone] ] یت‎ 


eee (4-8)‏ نكوي ولتق كل Tolo‏ | 


Tage (1-qe') 
pe pe' 
)1 9 I EN 
; rpe” 
M! (t) =A eine lb Ma ee ae 4-9 
es, (Lege) ( ) 


ومن ثم وبنفس الأسلوب نجد الشتقة الثانية لدالة العزم الولدة فنحصل على: 


ror ER t 
اي رز‎ r soe (4-10) 
(1 -qe ) 


وعند وضع 0= 1 في العلاقتين(4-9) و(4-10) نحصل على القيمة المتوقعة 
والتباين وكما يأتي: 


si Ti SUAS 5‏ (7)0 1 وعليه يكون: 
P‏ 


o? =M"(0) -{M',(0)} = tp (2| =. (4-12) 


- 123 - 


الفصل الرابع 
بك سا عزوم من رتب أعلى ومن ثم ملاحظة خصائص التوزيع الثنائي 
السالب. 
ملاحظة: 
إن سبب تسمية التوزيع بالسالب وذلك ad‏ يمكن أ ن يوسع إلى: 


aa y‏ ۱ ۳ ا 
p'(l-q)" =p TAT 3 ۰ ake N e (4-13)‏ 


FOS و در رک اي‎ A Sx] 
: وهذه تعنی بان (1- ۲ )أو اقل من النجاحات في أول دمن امحاولات فان‎ 


F(x) =1- ۳ ۱ و و‎ lT (4-14) 
jar 


=() 


«et ا‎ ۳ ig’ =( p +q)" 


0< ز 


6-4 التوزیع الهیبر جیومتري Hypergeometric Distribution‏ 
هذا التوزیع له معالم يستند عليها وهی N,N, r‏ .كما أن دالته الاحتمالية هى 


اد 

We لوحا‎ 

p(x; N,n,r)= 0 57 )4-15( 
4 


0 „otherwise 
وهذا التوزيع يعالج بعض المسائل من نوع الاتي:‎ 
كرة ها لون معين »سحبت‎ n من الكرات منها‎ N ليكن لدينا صندوق يحتوي‎ 


5 


التوزيعات الا حتمالية المتقطعة الخاصة 
منه 7 كرة بدون أعادة »فما هو احتمال ظهور × بلون معين ؟ إن مثل هذا الاحتمال 
نستخدم التوزيع اهيبرجيومتري لإيجاده. 
مثال 7-4 
صندوق يحتوي 7 كرات منها 3 كرات بيضاء »سحبت من الصندوق 2 كرة دون 
إعادة » فما احتمال ظهور 2 كرة بيضاء؟ 
je!‏ 


5 5 
2 + 
Ta 
7 35 
3 


نز 
pes‏ 


۳ (N =r)! 

NEE INTE 

O O O 
ni(N —n)! 
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r(r—-1)! (N =r)! 

u =I) {r=-x)i(n-x)(N=r= ۱ 
ا سا ارو‎ rL 
7) -]( !) ۶۷ - (١ 


۲ 2 


(r—-1)! (N =r)! 


K ا ا‎ 
(n-1) (N -n)! 


7 l 
N Zo Gay Lip WORN Ml ORAS eee eee eee wees wees 
n - 


نلاحظ في العلاقة (4-15)اذا وضعنا 7-7-0 فان 1= 7 أي ish‏ الصفر 
وعليه فان المجموع في العلاقة المذكورة يساوي واحد أي als‏ جموع الاحتمالات 
للتوزيع افيبر جيومتري الذي adle‏ هي 7-1 .27-1 و7-1 hat adeg‏ على أن : 


X =m 


(4-16) 


وهو يمثل القيمة المتوقعة للتوزيع الهيبرجيومتري . 
"بر دير +})1- o? = E(X?)-{B(X)\V =E{X(X‏ 
ولحساب : 


manae 


x=m N 
n 


وبنفس الاسلوت السابق وبعد إيجاد دالة التوافيق لكل UE‏ ومن ثم اخراج 
العامل المشترك نحصل علی: 


۲۱۸۷ =r 
رد‎ Sete و‎ 
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التوزيعات الا حتمالية المتقطعة الخاصة 


| N-r | 
BCX ا‎ a oan (4-18) 


وعندما نضع 0= 7-2 فان 7-2 أي يأخذ الصفر والواحد وبذلك يكون 
اجموع في العلاقة )4-16( مساويا إلى الواحد أي أن. 
WEST)‏ 


ERX (X A] وم ب أ(‎ 4-19 
oe ar aaa ae (4-19) 
وعلیه يكون التباين‎ 
ی‎ 7 rt) z] 
N(N -1( N N 
TON TON) (4-20) 
=N NI a Ae ee 


في العلاقتين (4-16) و )4-19( اذا وضعنا = م فإننا حصل علی: 


2 


= A 
— 


المتوقعة(المتوسط) للتوزيع اهبر جيومتري هو نفسه للتوزيع ثنائي الحدين»وهر 
Ns‏ عندما يكون هناك إعادة بعد إجراء عملية السحب لعينه معينه »وعندما 


np (1 - p) ۳‏ = 07 حيث نلاحظ بان القيممة 


يقترت القدار من الواحد فان التباین یقترب من تباين التوزیع الثنائي 


وهذا الشرط Git‏ عملية التقارب بين التوزيعين . 
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تمارين الفصل الرايع 


1 5 
. اذا كانت معلمات التوزيع الثنائي الحدين هي << مرو n=15‏ اوجد x‏ التي جعل 


الاحتمال p(X =x)‏ اکر مابمكن؟ 

. اذا كان المتغير العشوائي ×يتبع توزيع بواسون وكان 0.4- (0= p(X‏ »احسب 
VOULA >2)‏ 

. ألقیت قطعة نقود 100 مرة فما هی القيمة التوقعة لعدد مرات ظهور الوجه صورة 
القطعة اثم احسب التباین والانحراف العياري فا؟ 

. اذا كان متوسط عدد الزبائن الذين یدخلون محلا تجارياً هو 3 زبائن في الدقيقة 
الواحدق اوجد احتمال إن 4 زبائن بالضبط سیدخلون ا محل خلال دقيقة معینة؟ 
. اذا كان متوسط عدد العبوب في شريحة زجاجية كبيرة هو مد قدم مربع »فما 
احتمال إن شريحة 70-3 قدم: 

a‏ لا حتوي على عيوب؟ 

Get _‏ على عيب واحد على الأقل؟ 

. صندوق بداخلة 20 مصباحاً كهربائياً منها 5 تالفق فإذا سحبنا 4 مصابیح بطريقة 
عشوائية مع الاعادة احسب احتمال : 

(a‏ الحصول على مصباح واحد تالف؟ 

(b‏ احصول على مصباح واحد على الأقل تالف؟ 

. صندوق يحتوي 10 كرات منها 5 كرات حمراء »سحبت من الصندوق 3 کرة دون 
إعادة » فما احتمال ظهور 2 كرة حمراء؟ 

. آلقي حجر نرد 4 مرات وكانت ‏ قثل عدد مرات ظهور الوجه 6 في الرمیات 
الأربعة »اوجد التوزيع الاحتمالي إلى ۾ ؟ 
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الفصل الرایع 


التوزيعات الاحتمالية المتقطعة الخاصة 
9 أوجد قيم المعلمات n‏ وم للتوزيع ثنائي الحدين الذي وسطه 9 وتباينه ۲27 
0. اذا كان متوسط حوادث العمل في مصنع ما هو 4 حوادث شهرياً فما احتمال: 
(a‏ أن لايقع أي حادث في شهر معين ؟ 
(b‏ أن يقع ثلاث حوادث على BY‏ في شهر معين؟ 
1. كيس ot‏ على 9 كرات سوداء و 4 كرات بيضاء سحبت من الكيس كرة 
واحدة مع الاعادة والمطلوب: 
(a‏ اذا كان hex‏ علد مرات سحب كرة سوداء .أوجد القيمة المتوقعة وَالعبناين 
ثم أوجد دالة التوزيع التجميعية للمتغير العشوائي Da‏ 
(b‏ احتمال ظهور كرة سوداء في أول سحب من السحبة الرابعة؟ 
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الفصل الخامس 


| 2-5 التوزیع الاحتمالي للمتغیر الستمر 
0 3-5 المتوسط والتباين 2 التوزيع الاحتمالي المستمر 
۱ 4-5 الاحتمالات المشروطة ودوال التوزیع لها 
0 5-5 التحویل 2 المتفيرات العشوائية الستمرة 


المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الا حتمالية 


الفصل الخا مس 


RANDOM VARIABLES AND CONTINUOUS 
PROBABILITY DISTRIBUTIONS 


1-5 مقدمة 
المتغير العشوائی الستمر» هو الذي يأخذ der Las‏ ويأخذ ste‏ 
لانهاتي من القیم المکنة له داخل cle‏ فٍذا کان 2 pits‏ عشوائي مستمر؛ 
ويقع E‏ المدى she (a,b)‏ آن: (9 > > زع ۰11 فان XK patel‏ عدد انهائي 
من القيم تقع بين الحدين الأدنى والأعلى (a,b)‏ ومن الأمثلة على المتغيرات 
الكمية المستمرة ما يأتي: 
1. كمية الألبان التي تنتجها البقرة في اليوم باللتر: }40< <x‏ 10: ×= ۲ ) 
9 تخت E‏ کت رز 
{X =x ۰1000 <x <15000}‏ 
3. فترة صلاحية حفظ الدجاج المبرد بالایای (5> > 1: ×= {X‏ 
4. وزن الجسم بالكيلوجرام للأعمار من (۰۲40-30 }80< (X =x : 55 <x‏ 
وهكذا Une Yl‏ على المتغير الكمي الستمر كثيرة.[2] 
2-5 التوزيع الاحتمالي للمتغير المستمر 
Probability Distribution to Continuous R.V‏ 
عند تمثيل بيانات المتغير الكمي الستمر في شكل مدرج تكراري نسي: نجد 
أن شكل هذا المدرج هو أقرب وصف لنحي التوزيع الاحتمالي للمتغير 
المستمرء وكلما ضاقت الفترات بين مراكز الفئات» يمكن الحصول على رسم 
دقيق للمنحنى الخاص بدالة احتمال المتغير الستمر كما هو مبين بالشكل 
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eel (1-5) 


شكل )1-5( منحنى التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المستمر 
والمساحة أسفل المنحنى تعبر عن مجموع الاحتمالات الكلية» ولذا تساوي 
هذه المساحة الواحد السصحیح. وتسمى الدالة(×)/ بدالة كثافة 
الاحتمال (Probability Density Function(p.df?)‏ » وبفرض المتغير 
العشوائي المستمر يقع في المدى: (X= {x1 a<x<d}‏ وآن منحنى هذه الدالة 
JEL‏ الصورة التالية: 


فان من خصائص دالة BUS‏ الاحتمال LSG)‏ يلي : 
1. الدالة f(x)‏ موجبة داخل المدى (ط,م) أي أن: 0< (ab) of (x)‏ ع +. 
2 التكامل على حدود المتغير من الحد الأدنى > حتى الحد الأعلى b‏ يعر 
عن مجموع الاحتمالات الكليةء لذا يساوي الواحد الصحيح e‏ أي أن: 


EE 


المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الاحتمالية 


a)‏ رد و 


حيث أن الشكل الریاضی أعلاه يسمى بالتكامل المحدد من =× حتى 
ND‏ وهذا يعني إيجاد المساحة أسفل المنحني بين (a,b)‏ . 

3. لحساب احتمال أن المتغير العشوائي المستمر يقع في المدى (d,c)‏ أي 
لحساب الاحتمال (4 > × > 6)تم ۰ يجب Clie‏ المساحة أسفل gall‏ من 
6 حتی 2-4 كما هي مبينة في الشکل البياني التالي: ۱ 

| f(x) ۱ 


ویتم ذلك oleh‏ التكامل المحدد في هذا المدى» كما يآنى: 
(»)ع- (8)0 - و[ ( جاع ]د P(c <x <d) = |f (x)dx‏ 


التالية: 
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جدول يوضح بعض قواعد التكامل: 


n+l 


fx "dx = eel and 

(1) 
دن‎ bx n+l 
[(a+bx ۵۰ بد اب‎ 
)م‎ n+l) 
(2) 6 dx =€ and integration 
) a+bx ( 1 ۲ 
6 dx < -6 
1 = 

5 [ae =log,(x) and | 


l 
reg - + log, (aos) 


Fass ۳ te he ور‎ ned) BRI 


E 0 2 عدوت‎ 


| gamma 


a 


IT(n+1)= fe "ede =n! 


n i 

aSa 

-e age 

mint 
(mt+n4l)! 


l 
B(m+l,n+1) = ۳ -x)”d = 
0 


مثال 1-5 
اذا كان لدینا الدالة : 


21,0 <x <J] 


اثبت بأنها دالة BUS‏ احتمالية؟ 

الل 

نلاحظ بان الدالة 0 < (*)/ر لجميع القيم في الفترة 1>* >0 وهذا يحقق 
الشرط الأول. 

أما الشرط الثاني فان: 
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المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الا حتمالية 
1 


l l 2 
وهذا يعنى بان‎ [f هر‎ = | (x )dx = Jaxdx و راك‎ 
4 R, 0 0 $ 


0 1 
dots |‏ الثاني متحقق »و علیه فان f(x)‏ هی دالة كثافة احتمالية. ویکن میم 
بيانها كما يلي: 


مثال2-5 
إذا كان الإنفاق الشهري للأسرة بالألف ريال على المواد الغذائية له دالة 
كثافة احتمال تأخذ الصورة التالية: 


ex(l0-—x) . 0 > <10 
0 otherwise 


f(x) ={ 

والمطلوب: 

E‏ ك 

2 احسب احتمال أن إنفاق الأسرة يتراوح ما بين (8,5) ألف ريال خلال 
الشهر. 

3. إذا كان لدينا 600 أسرة» فما هو عدد الاسر المتوقع أن يقل انفاقها عن 
3 آلاف خلال الشهر؟ 

jt! 

1. حساب قيمة © 


من خصائص دالة كثافة الاحتمال: 
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: فان‎ 
x=/0 x=/0 2 3 10 
5 x x 
f cx (10 =x) ax =c | (10x - "۸ dx اج )هم‎ 
xX =f) x =0 2 3 0 
el 1000 
لكات يرك امت‎ =e} (5(100) -! +) 0 
a i, 3 
_ 2300 =] 
3 


C= 3/500 = 0006 


2. حساب إنفاق الأسرة يتراوح بين (8,5) آلف ريال خلال الشهر هو. 


V =) 


x=8 3 8 
p(5 <x <8) = | 0,006x(10 :د-‎ ( dx =0.006 sx? 3 


5 
= 0.006 (s -Ese [| | (249.3333 ) - (83.3333) | 
= 0.006 (66 ) =0.396 

إذا كان لدينا 600 آسرة. فان عدد الأسر التوقع أن يقل إنفاقها عن 3 

آلاف خلال الشهر هو: 
number of family =600 p(x <3)‏ 
x (10 -x )dx‏ 0.006[ 600 = 
j‏ 


3 3 
= 3.6 9 J = 3.6 [45 -9[-0 =129.6 0 

0 
حوالي 130 أسرة. 
ملاحظة: 
اذا كانت f(x)‏ هي دالة الكثافة الاختمالبه Syke! poe‏ السحمر 
۲ فيمكن حساب الاحتمالات التالية: 
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المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الاحتمالية 
p(xsa)= [fd‏ 
OR‏ = (ه < ۲)م 


p(a sx Sb) = [roa 


. R(=% > × > +00) فان منطقة التعريف بشكل عام هي‎ ates 


مثال3-5 
اذا كانت دالة GUS!‏ الاحتمالية للمتغير العشوائى المستمر × هى : 
Ais 4x,0 <x <l‏ 
otherwise‏ , 0 00 


احسب )0.5 2 x > 0.5( p(x > 0.5( P(x‏ > 0.3)م ؟ 
الحل 


=2(1)? -2(0.5)? =2-0.5 =1.5 


“اج 
x‏ 


l 
p(x 20.5) = [4xdx =4 
0.5 2 


0.5 
0.5 2 0.5 


p(x <05) = |4۵ -4 


0 


- 20057 -0 =0.5 -0 =0.5 


0 
0.5 


I =2(0.3)" 


0.3 


2 
x 


0.5 
p(0.3 <x > 0.5 ( = |4xdx =4 : 
0.3 


=0.5 -0.18 =0.32 


3-5 المتوسط والتباين 2 التوزيع الا حتماني المستمر 
إذا كانت f(x)‏ هی دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي :۰ > > » 
فإن التوقع الرياضى للدالة A(x)‏ تأخذ الصورة الآتية:[4] 


E(A(x)) = [afd 
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ومن ثم يمكن GES‏ معادلة الوسط والتباين كما يأتي. 


b 


u=E(x) = VE E MAERA E EA AEE, (5-1) 


4 


b 
o? =E(x?)-w E(x j= |x f(x jae 1201 (5-2) 


ف المغال )2-5( أوجد المتوسط والامحراف المعياري ومعامل الاختلاف 
النسي للإنفاق الشهري؟. 
الحل 
1. المتوسط الحسابي 
10 10 


U=E(x) =xf (x J = ۳ (0.006 x (10 —x )) =0.006 jaor” -x° Jake 
0 


0 


3 ۳ 10 
006 | 102-2 -.006| [22900 12000) (a) 
0 


4 4 
= 60 a =5 
i2 


متوسط إنفاق الأسرة الشهري SYTS‏ ريال. 


لقا Sie)‏ ار ات E‏ 


b 
Ele) = k(x) dx =0.006 (10x? -x" Jax 
a 0 


10 5 7 
ما 0 0.006= ||= |-| — |10 | 0.006= 
5 4 ۵ 4 


0 
- 0 6 = 30 
20 
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الفصل الخامس . 


المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الا حتمالية 
إذن التباين هو: 5= 25- 30- eo‏ ومن ثم يأخذ الامحراف المعياري 
القيمة الآتية: 
70 و = var iance‏ دى 
3. معامل الا ختلاف النسی 


CFE T ET ee x100 = 44.72% 
7 


1-3-5 الدانة المولدة للمزوم 
ليكن X‏ متغيراً عشوائياً مستمرأًءتعرف الدالة الولدة للعزم .اذا وجدت 
پالئسبة إلى 7 > 1> | - عندما 7 عددا سک پاتي : 
Sy )5-3(‏ ۳ = ( “ميج = M(t)‏ 
ويمكن ole]‏ مشتقة الدالة المولدة للعزوم بنفس الأسلوب الذي وجدناها 
به في حالة المتغيرات المتقطعة. 
مثال4-5 
لیکن × متغير عشوائى مستمر له دالة الكثافة الاحتمالية التالية: 


Oa SX > م‎ 
take 


0 „otherwise 
ا و جد الدالة الولدة للعزم نم او حد متو سط وتباين التوزيع؟‎ 


je! 


M (IJS Beery fe"f (x Jak = fe" (xe™ Jax 


وبعد التبسیط واجراء التكامل احدد حصل على: 
M(t) 2‏ 
كذلك يمكن إيجاد الشتقة الأولى والثانية لدالة العزم وكمايلي: 
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M; (t)‏ و 


: 6 2 
فاننا‎ t=0 i M” t) = ست‎ pare 

2 - ۸/۲۲0 ۸2 و 6= M0)‏ وعليه يكون: 

a =M"(0)-{M;(0)}=6 =(2)° 2 

وهو يشل تباين التوزيع للمتغير العشوائي X‏ .]2[ 
2-3-5 دالة التوزيع التجميعي 

Cumulative Distribution Function(c.d.f) 

پر مز هذه الدالة GTS ppl‏ مهوت دالة التوزيع للمتغير 

العشوائی الستمر ۲ وتحسب بإيجاد الاحتمال: 


ex) = [f (dı OELE TIER (5-4)‏ ار و 


O 


ويمكن توضيحها بيانيا بالرسم التالي: 


3-3-5 خواص دالة التوزيع التجميعية 
ای ی ال 0 
lim F(x) 0 lim F(x) =] (a‏ حيث آن : (۰0 > × > مم) R‏ . 
(b‏ الدالة F(x)‏ دالة متزايدة بالنسبة للمتغیر × .آي أن لكل <x,‏ ,دفان 
EEF)‏ 


PO, CE وموك‎ JSF CRS) HP ODO FIR OSE 


As 


المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الاحتمالية 
Cd‏ إن دالة التوزيع للمتغير العشوائي المستمر ۶ هي دالة مستمرة 


fee وو‎ 
dx 


(e‏ اذا كانت F(x)‏ هسي دالة التوزيع للمتغير الع‌شوائي 
الستمر ۶ فان: $x) =1-F(x)‏ )و -ع ( << ۳۲1 . 
في JA‏ )2-5( آوجد دالة التوزیع التجميصي ۰.4.7 ثم استخدم هذه 
الدالة لحساب احتمال of‏ انفاق الاسرة يقل عن 5 آلاف جنیه. 
احل 
o‏ إيجاد دالة التوزیع التجميعي: 


F(x)= f(x) dx 
0 

a [0.006 x (10 - )dx =0.006 كام‎ 

0 i 


اس 


© حساب الاحتمال الطلوب (5 > p(x‏ = (5) ۰۳ كما هو مبين بالر سم 
E‏ 


ويمكن حساب هذا الاحتمال بالتعريض عن 5= × d‏ الدالة gIF@)‏ م 
التوصل إليهاء أي أ 


F(5) =P(x <5) = 


7 
= 6 2) s035 

3 

آی of‏ %50 من الاسر be‏ انفاقها عن 5 آلاف ریال. 

ي ور ای ا عن 
Jlrs‏ 5-5 
اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائى × هی: 
a‏ تن 1 


es oe 


0 otherwise 
أوجد:‎ 
دالة التوزيع التجميعية للمتغير ۸ ؟‎ (a 
C ple Sis) ا اق عت مذ رق‎ ps بوه‎ O 
jt! 
لحساب دالة التوزيع فان:‎ 


F(x) = [+34 send ۱ 


1 


وعلیه يمكن كتابة دالة التوزیع بالشکل الاني: 


jaa 


Ol Sahl‏ العشوائية Se Haitig Stal‏ مهات 
۳ 0 
ee 26 TEE TE‏ 
l , 23‏ 
وحساب الاحتمال التالي فان 
=Z =0.3255‏ تم تيد او BP ee LOTR‏ 


P(x >25) =1- p(x $2.5) =1-F(25) =1 -2 = 0.2675 


أما الاحتمال الأخير فهو: 


P(x >1.5( =F(1.5) 5 +6 (1.5 ( -7 |=0.2125 


4-5 الاحتمالات المشروطة ودوال التوزيع لها: 
لتکن 9 دالة BUTI‏ الاحتمالية للمتغير العشواتي الستمر ‏ 
وليكن #4 حدث ماوان ۶0 P(A)‏ .فان دالة الكثافة الاحتمالية 
المشروطة عرف كما يأتي: 


J (x) 
oe ae ee eee ere ee 5- 
۸ ) 7-7 (5-5) 
: وان دالة التوزيع للمتغير العشوائي الستمر هي‎ 
F( ag ایا‎ 6 
x = P Ma ae رماو‎ cee (5-6) 
ملاحظة:‎ 
يمكن الحصول علی:‎ GE (5-6) ه من العلاقتين (5 -5) و‎ 
f(x/A) aT CO SS ا‎ AAA EE (5-7) 
dx 


@ خواص الدالة F(x)‏ تنطبق على دالة التوزيع المشروطة آي آن: 
lim F(x /A)=0 ,lim F(x / A) =!‏ 
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Fle ADP OG AY ESP ور‎ A] 
EU A! 
j P(A) 


ودالة الكثافة الاحتمالية f(x/ A)‏ تحمل نفس خواص دالة الكثافة 
الاحتمالية f(x)‏ وعليه فان: 


[f(x / Ajax =F(+0,a) -F(-0,a) =] 


رن 


حيث إن »-و هه+هما اد الأدنى والأعلى لمنطقة التعریف. 


مثال6-5 
اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائی الستمر × 
هي 
<x > 3‏ 
f(x) 2‏ 
otherwise‏ , 0 
اوجد: 


(a‏ دالة التوزيع الشرطية (3 < ۲ /:)۳ ؟ 

۴ f(x/X < 3( الاحتمالية الشرطية‎ BU! دالة‎ )0 
je! 

دالة التوزيع للمتغير العشوائي المستمر × هي : 


“I E 2 
FLL) S ak =—/(x*-I1) 
12 2 ل‎ 


وعليه تكون دالة التوزيع الشرطية هي: 


F(x/X سر‎ 
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المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الاحتمالية 
_P(3<X <x) F(x)-F(3)‏ 


p(X >3) JF) 
_3F(x)-1 و‎ 
E 16 
آما اذا كانت 3> × فان:‎ 
< 
e شه‎ ae eel ae, 


P(X >3)‏ 
ولحساب دالة BUS!‏ الاحتمالية الشرطية فان: 


XS == / Xx کرو‎ =| 
X 


dx 16 


Ly JX 
f(xIX>3)=8 000 


0 ,otherwise 


5-5 | تتهويل 2 امترات الفشوافية المشتمرة 
لتکن دالة التوزيع التجميعية للمتغير العشوائي Riss F(x) aX‏ 
الكثافة الاحتمالية له هي f(x)‏ 
ولتکن القیم التى يأخذها المتغير العشوائي ۷ هي )808 = ,برحيث يمكن 
أن تعبر عنها بالشکل نی 


)5-8( ب اس سا O rn‏ ارج POE‏ 
وعلية يكون: 

TEE 0 a )5-9(‏ 
وبما أن y= g(x)‏ فان الدالة العكسية له هي: 

andi anaes )5-10(‏ م و E‏ ا 


ولكون المتغير العشوائي × مستمراً فان المتغير العشوائي 7 مستمرا أيضا. 
ich,‏ المشتقة بالنسبة إلى بر للعلاقة )5-9( فنحصل على : 
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الفصل الخامس 


dF,(Y) _ dF (x) dx 


; dx 
۱ 2:7) عليه مح ارين‎ 
Jy) Ay وعليه يكون‎ 0 ay 


وحسب العلاقة (10- 5) فان: 


f(y) =f (e (yp HELD 00000000 (5-11) 
وهده تكن دالة التحویل.‎ 

مثال 7-5 
اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي X‏ وکما في SU‏ )3-5( 
e‏ 


f(x) (x +3) jd NS 
X = 


0 „otherwise 
. ۲ = g(x)=5x+3: b معرف كما‎ Y وكان المتغير العشوائي‎ 
اوجد دالة التوزيع التجميعية ودالة الكثافة الاحتمالية للمتغير‎ 
العشوائي ۲ ؟‎ 
ال‎ 
سبق وان آوجدنا دالة التوزیع وهي:‎ 


F(x) = |r? +6x -7 | 


1 = 2 ou الدالة 3+ ×5 =(×)ع = ۲ دالة متزايدة‎ Ol les 


ومن العلاقة )5-10( fret‏ علی: 


0 ر‎ 3 do ps 2 yad 1 


ates‏ فان دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائى ۲ هی: 
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المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الااحتمالية 
Ea = jo <y <18‏ 
 ( = 250 725‏ ), [ 


0 „otherwise 


ولويجاد دالة التوزيع للمتغير العشوائي 7 فان: 
eT I , 6 80‏ 
a O ie‏ 
l $] S00 O° A‏ 


: 
وعليه يمكن كتابة دالة التوزيع للمتغير المستمر ۲ بالشکل الآتي: 


0 ,y <8 


۱ D sm t 80 
ES E o E E 
«) ۲۸ ۶120۲ 5 ور‎ ( 


l , 26‏ 
Avy Leal aie E‏ 
هناك بعضص التوزيعات الاحتمالية ا TEPES‏ وها دوال كثافة 
احتمال محددة» وسوف نستعرض في الفصل السادس أهم التوزيعات الخاصة 
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تمارین الفصل الخامس 
1. هل أن الدالة التالية: 
Daep‏ 
f(x) =4 3 '‏ دالة US‏ احتمالية للمتغير العشوائى × ؟ 


0 , otherwise 


2. اذا كانت دالة BUS!‏ الاحتمالية للمتغير العشوائي X‏ وكما في هي : 


Fi L(x +3) ا‎ 
x)= 


0 „otherwise 
Y =g(x)=-3x پلی:‎ LS معرف‎ Y وكان المتغير العشوائى‎ 
ç Y اوجد دالة التوزيع ودالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي‎ 
عمر المصباح‎ fre متغيراً عشوائياً‎ X مصنع ينتج مصابيح الكهربائية وكان‎ .3 
بالساعات وكانت دالة الكثافة الاحتمالية لهذا المتغير هى:‎ 
l omy >0 
F(X) =41000 
0 , otherwise 
فإذا سحیت وحدة واحلة من هذا الونتاج فمااحتمال أن يكون عمر‎ 
المصباح ۳ من 1000 ساعة؟‎ 


4. اذا كانت دالة التوزيع للمتغير العشوائي المستمر + هي : 


0 x <a 
فاوجد دالة الكثافة؟‎ F(y) =4 — a <x Sb 
1 x 2b 
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المتغيرات العشوائية المستمرة والتوزيعات الا حتمالية 
5. اذا كانت دالة BUN!‏ الاحتمالية للمتغير العشوائى ۲ هى : 
2x ,0 <x <]‏ 
E‏ 


0 „otherwise 


اوجد قيمة 5 الى تحقق p(X <b) =2p(X >b)‏ ؟ 
6 اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائى ‏ هی: 
Ea‏ 
 )۲( 2‏ 


0 „otherwise 


Qa <X <a 


اوجد alla ind‏ تحقق == ae <I)‏ 
131.7 كانت دالة BUS!‏ الاحتمالية للمتغير العشوائي ۶ هي: 


2x ,0 <x “J 
[ (x)= 


0 otherwise 


اوجد دالة التوزيع الاحتمالية الشرطية (0.7> ×> 0.2 / :)۲ 
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الفصل السادس 


مه 


9 
ERE 


3-6 التوزيع الأسي السالب 
4-6 التوزيع الطبيعي 

5-6 توزيع كاما 

6-6 توزيع كاي -سکویر 
7-6 توزيع ويبل 


8-6 توزيع بيتا 
9-6 توزيع كوشي 
تمارين الفصل السادس 


التوزيعات الاحتمالیه المستمرة الخاصة 


DISTRIBUTIONS 


1-6 مقدمة 

كما لاحظنا في الفصل الرابع »أن هناك توزیعات خاصة للمتغيرات العشوائية 
المتقطعة .فإننا سوف نستعرض في هذا الفصل بعض التوزيعات الخاصة للمتغير 
العشوائي المستمرءوالتى ها أهمية كبيرة في التطبيقات الإحصائية التى ستدرس في 
l aad‏ 

وشتضارل اعظاه NE E E‏ 
دراية في طريقة التوصل إلى بعض الاشتقاقات المهمة وليكون فكرة جيدة عن 
خصائص كل توزيع. 

فيما يلي بعض التوزيعات للمتغير العشوائي المستمرءمع أهم الخصائص 
التعلقة بکل توزيع. 
2-6 التوزیع المنتظم Uniform distribution‏ 

هو توزيع له دالة احتمال EU‏ ويستخدم في حالة الظواهر التي يمكن 

أن تحدث بشكل منتظم. فإذا كان المتغير × متغير عشوائي له توزيع منتظم 
(Uniform)‏ مداه هو a<x<b‏ فان دالة كثافة احتماله هي :[1] 


1 


<b‏ <> ه, 
b-a‏ 


f(x) = 


ويمكن تمثيل هذه الدالة بيانياً كما يلى: 
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| لفصيل ١‏ لس SNL‏ زبس مس rn a‏ 
ومن معالم التوزيع فانه»توجد معلمتان هذا | 
بالصورة (7)6,6-* .ویسمی أحياناً بالتوزيع | 
المستطيل. 
1-2-6 خصائص التوزيع المنتظم 
الوسط الحسابي ۸ والتباين ”ت هذا المتغير هما : 
a gt ba)"‏ 
12 
ك اثبات ذلك من IMS‏ سساب : 


1= E(x) = 


Fa 
13 EN f baal a (9 = 
b? + تم + وه‎ 


E(x?) = fe? رد‎ = = 
Sl E ay 


Abe‏ يكون: 
شش E‏ ۱ 
=var(x) 2-6 tare | E3 -Oe‏ نی 


C.D.F دالة التوزيع التجميعية‎ 2-2-6 
الشکل اد‎ FO) دالة التوزيع التجميعي‎ 
F(x) =P(X <x) = [f (x ax = far 
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التوزيعات الا حتمالية المستمرة الخاصة 


مثال 1-6 

استورد أحد المراكز التجارية 1500 طن بطاطس» ووضعها في خزن وقام 

ببیعها بکمیات متساوية على مدار شهور السنة. إذا كانت الفترة الزمنية 

erie ee 

(a‏ دالة BUS‏ الاحتمال المعبرة عن الفترة الزمنية للبيع. 

(b‏ بعد مرور سبعة آشهر من بداية البيع» ما هي الكمية الموجودة بالخزن؟ 

je! 

ودالة BLS‏ الاحتمال المعبرة عن الزمن: 

نفرض أن المتغير × يعبر عن الفترة الزمنية للبيع مقاسه بالشهرء أي أن 
ES <12‏ ومن ثم تأخذ دالة كثافة الاحتمال المعبرة عن الزمن 
الصورة الآتية: 


Í 1 
= =— , 0<x > 
f (=) 12-0 12 


o‏ حساب الكمية الموجودة بالخزن بعد سبعة آشهر من بداية البيع. 
فرص O dl‏ هی das‏ البطاطس الستوردة ¢ تکون الكمية ال 
بالمخزن بعد مرور سبعة أشهر من بداية البيع هي : 

0 » p(x >7) =Ox(1-F(7)) =150(1 -2 =625 Ton 


3-6 التوزيع الأسي السالب 
Negative Exponential distribution‏ 


إذا كان المتغير × متغيراً عشوائياً له توزيع أسي سالب »مداه هو 
0 > ×> 0 فان دالة BUS‏ احتماله هي: 
FOIS. Uae OU‏ 
وكما نلاحظ فانه توجد معلمة واحدة هذا التوزيع هي 0 . 
ويمكن تمثيل هذه الدالة بيانيا كما يأتي: 
157 


ا 


1-3-6 خصائص التوزيع ألأسي السالب 


E(x) = fx (ax = fxe e (dx 
0 0 
= 0 fx دج‎ cdi 
0 
وبعد إجراء التکامل آعلاه ر بقة التجرئة أي أن:‎ 
Uu = x dv=e® dx 
du = 0 ,v=--—e 


0 ludv نري )© ع‎ - frau) aze“) 0 +5 Je dx 


0 0 
وبعد إجراء سلسلة التبسيط fret‏ على: 
l l‏ 
E - 6 Sap. iS ee‏ 
ve 5 8‏ 
وبنفس الأسلوب نبرهن على تباين التوزيع eV‏ من خلال: 
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س التوزيعات الا حتمالية المستمرة الخاصة 


E(x?) = E = je @ e™ )dx 
0 0 

وباستخدام نفس طريقة التكامل السابقة نحصل على: 
2 


2 


۲ = 
وباستخدام العلاقة الآتية:‎ 
of =a) ( =B(x?) (E(x) = Sa} بد‎ 
C.D.F التوزيع التجميعية‎ asia 2-3-6 
الشكل الاتی:‎ FX) تأخذ دالة التوزيع التجميعي‎ 
i 8 
F(x) =p(X Sx) = [f(x)dx =) 5 a 
0 


مثال 2-6 

إذا کانت الفترة الزمنية لانهاء خدمة العمیل ف البنك سبع توزیع أسسي 

بمتوسط 2 dao‏ فأوجد ما يأتي: 

(a‏ دالة BUS‏ الاحتمال المعبرة عن الفترة الزمنية لإنهاء خدمة العميل. 

(b‏ ما احتمال إنهاء خدمة العميل في أقل من دقيقة. 

الحل 

© دالة BUS‏ الاحتمال المعبرة عن الزمن: 
نفرض أن المتغير × يعبر عن الفترة الزمنية لانهاء خدمة العميل 
بالدقیقة. أي أن ۵ > > 0 » فان التوسط 1/0-2 . ومن ثم تصبح 
قيمة (6) هي: )0=0.5( e‏ وتكتب دالة كثافة الاحتمال المعبرة عن 
الزمن على الصورة الاتبة: 


0.5 


7 ريرم‎ 205-6 O 
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0 حساب احتمال إنهاء Lo‏ مه العميل È‏ أقل من دقيقة. 
OOS‏ مد وم( اماد وي رجز رك pir‏ 

The Normal Distribution التوزیع الطبيعي‎ 4-6 

يعتبر هذا التوزيع من أكثر التوزيعات الاحتمالية استخداماً في النواحى 
التطبيقية» ومنها الاستدلال الا حصائی وموضوع التقدیر» واختبارات الفروض» 
كما of‏ معظم التوزیعات يمكن تقریبها إلى هذا التوزیم» وفیما Sh‏ عرض لهذا 
التوزیع. 

X paced! OLS lo]‏ متغير عشوائي له توزيع طبيعي > مداه هو 
© >< > مه- فان دالة BUSI‏ الاحتمالية له a‏ 


f(x)= ge): , 00 > 7 > 0 0 


o 
وهذا التوزيع له منحنى متمائل يأخذ الصورة الآتية:‎ 


29 
y 


وهو متمائل على جاني الوسط الحسابي we‏ 
وتوجد معلمتين لمذا التوزيع هماالوسط الحسابي بر = E(x)‏ والتباين 
=o‏ (۲۵۲۲.ومن ثم يعبر عن التوزيع x pac‏ بالرموز ) x~N(u,o°‏ 


وتباين 0 . 
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a‏ حاف اله لمكو كن resin‏ ما 
1-4-6 خصائص التوزيع الطبيصي 
هذا التوزيع من أكثر التوزيعات الاحتمالية استخداماء بل يُشتق منه كل 
خصائص هذا التوزيع ما يأتي:[2] 
2 التباین <r‏ 
4. يمكن البرهنة على أن: 


y=] 


1 2ر‎ 
o 


7 ™ -¥ 

e?‏ ذلك Les‏ بك 
E.‏ يلي 

5 ب۸ - بر ۱ 

نفرض أن: == بر ومنه حصل علی: 


/ و 2ر 44 1 2 ] 


ee cee, 
cae dx ra 


نفرض أن التكامل أعلاه يساوي A‏ .ومنه يكون : 


dy‏ ورد 


E اه‎ e 7 =] Se a 
1 8 0 ty? 2?) ۲ 
0 ۳ 3 dydz 


ویْحل هذا التکامل باستخدام التکاملات القطبية: 


ad ees as 
RT 27 


ومنه نستنتج بان 1= 4 .إي إن التكامل يساوي واحد. 


-161- 


الفضيل السادس ات 


ولإيجاد الوسط الحسابي ۸ للتوزيع الطبيعي نتبع الخطوات الاتية : 


3 و ] 
fee? ° dx‏ 
ا ل 


EEE 
o 
ويتعويض هذه‎ d= dy نفرض أن لبر ومنه محصل على‎ 
العلاقة بالمعادلة أعلاه حصل على:‎ 
o0 56 52 
M(t) =E(X) = : (eee oe ody 
ON2 


=% 


y 


feo) ods 2 
= سس‎ [erate 2 dy 
00 


وبإضافة ot?‏ وطرح نفس القدار ضمن العلاقة آعلاه حصل على: 


2,2 2,2 2 
+017 ~o 1° +2 0ty -y 


? 2) 2 
2 +0۳۳ 0 -(y-at)* 


= 77 2 أيه 


(y -ot )?‏ هه 


وا آن ۰22 ره :7 fe‏ 
وبالتعويض عنها في العلاقة آعلاه حصل على : 
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التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة 


وهي غثل دالة العزم (Moment Function)‏ وبإيجاد المشتقة لمذه الدالة 
عندما bes t=0‏ على : 


A 
2utt+o 1 


MO =(utot)e 7‏ 
=u‏ له[ 0) M )0( = ] +e?‏ 
وبذلك نكون قد برهنا على أن الوسط للتوزيع هو ۸ . 
وبإيجاد المشتقة الثانية للدالة نمحصل على العزم الثاني وكما يأتي: 


2,2 29 
2۸۱ 2 ابا‎ + 0-١ 


Mi) =(u+otJ(u+ot)e 7 +0۵ ?‏ 
+0°e =p +0‏ كو( 0ج ير )( 0ن )- M'(0)‏ 
ومن العلاقة التالية نحصل على التباین للتوزیع وکما پانی: 
+o? -{ u} =o"‏ ی = va(x) = M (0) -{M1(0)}?‏ 
وطساب الاحتمالات من النوع (مد >> )2 نفرض أن الاحتمال 
الطلوب حسابه هو (ر×> ×> )عم وهذا الاحتمال يحدد بالساحة التالية: 


وحيث أن هذا التوزیم من التوزیعات المستمرة» فان هذه 
المساحة(الاحتمال) تحسب بإيجاد التكامل الآتي: 
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X 2 


E 


X? 
2 SX <x,)= Noa 56 2۳ 
x} 


6 
x, 7‏ 
رياضية (Transform)‏ یکن استخدام توزيعها الاحتمالى في حساب مثل هذه 
الاحتمالات» وهده التحويلة هى . 
or‏ 
o‏ 


ويعرف well‏ الحديد 2 بالمتغير الطبيعى القياسى ) Standard (Normal‏ 
۵ وهذا المتغير له دالة GUS‏ احتمال Jeb‏ الصورة الآتية: 


جر | 
ae 2‏ 7 
۵ > و > 00 , € 


(x)= C 
an 7 
ومن خصائص هذا التوزيع ما يأتي:‎ 
E(z) =0 متوسظه هو:‎ .1 


نآ 


va(z)=1 تباينه هو:‎ .2 
:)1( ولإثبات الخاصية‎ 
i p ل‎ -Lz aLr 
E(z)= faf (2)dz = وهر 3 تست‎ --2 3 J? =0 


وبنفس الاسلوب يمكن إثبات الخاصية (2): 


, مه‎ ee s 
وهنا نحتاج إلى بعض المعلومات‎ E(2?) = [2 (e " )dz =] 


عن التکامل بالتجزفة لغرض إكمال cugi yl‏ حصل على : 


=var(z) =E(z?)-{ E(z}}? =1-£0}? =]‏ نو 


آن المتغير العشوائي × يتبع التوزيع الطبيعي القياسى 928 سط )6(0 وتباين C1)‏ 
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سے التو Olas}‏ الااحتمالية المستمرة Ava Lad!‏ 


| ام oe‏ اناقوس علی جاني 


وصمم الا حصائیون جداول إحصائية حساب دالة التوزیم التجميعية: 
F(z) = ۶)2 <2)‏ كما هو مبين بالرسم الاتي: 


2220 لسري م 
۱۱۱۱/۵ 


ونعود OV‏ إلى خطوات che‏ الاحتمال p(x, >× <x,)‏ پاستخدام 
التحويلة ۸/۶( -)< 2 : 
ای ی یه ریق 
=(*,-H)/o‏ و2 ر A [o‏ ديه 
2 ومن ثم يكون الاحتمال: Ay) SICA ee Rey!‏ : 


Slee aah‏ یه 


3 تستخدم جداول التوزيع الطبيعي القياسي» والذي يعطي المساحة الخاصة 
بالاحتمال F(z)=P(Z<z)‏ 

4 طريقة استخدام جدول التوزيع الطبيعي القياسي في حصساب ‏ 
الاحتمالات: 

مثال 3-6 

أوجد الاحتمالات الاتبة: 
<z >128( P(z>196)% P(z >-233( P(z <1.57)‏ 8-201 
je!‏ 
ه تحدد المساحة المعبرة عن الاحتمال P(z <1.57) = F(1.57)‏ أسفل 


21201010 سس 
1ل ١ ١‏ لج << AAAS SSSA‏ 
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ee EE EI‏ التوزيعات | ثيه حتم | Aud‏ ۹ تمرة الخاصة 


ويكون الاحتمال المطلوب هو: 0.9418 - P(z <1.57) =F(1.57)‏ 


E‏ اد اسي eee‏ المحميرة صن و 
P(z >-2.33( =F(-2.33)‏ موضحة PENS‏ 


Ko 
A 
© 
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a te المضين‎ 


ومن ثم يكون : 0.0099= )2.33-< ۲)2 . 
9 تحدد المساحة المعبرة عن الاحتمال (96./< 202 كالتالي: 


P(z >1.96) -1 - /م‎ 2 <196) =1-F(1.96) 
وبالكشف في الحدول بنفس الطريقة السابقة على القيمة 1.96 نجد أن:‎ 
ومن ثم يكون الاحتمال المطلوب هو:‎ ۰ ۲2 > 1.96 ( - 30 
P(z <1.96 ( =1 -0.9750 =0.0250 
هو:‎ P(-2.01 <z <1.28) عن الاحتمال‎ pall #المساحة أسفل المنحنى‎ 


033131 SSS 
یم‎ 


وباستخدام خصائص دالة التوزیع التجميعية Lal‏ هکن حساب هذا 
الاحتمال ؛ حيث إن ý‏ 


P(-2.01 <z <1.28) =F(1.28) -F(-2.01) 
وبالكشف في الجدول عن هاتين القيمتين . نجد أن‎ 
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لل التوزيعات الا حتمالية المستمرة الخاصة 


P(-2.01 <z >1.28( - 0.8997 -0.0222 =0.8775‏ 
سوف نعطي جداول التوزيع الطبيعي في نهاية الكتاب مع الملاحق المرفقة. 
مثال 4-6 
إذا كان الدخل السنوي للآسرة في أحد مناطق المملكة يتبع توزيع طبيعي 
متوسطه 80 آلف ريال» وتباينه 900. والمطلوب: 
1. کتابة قيمة معالم التوزيع الاحتمالي للدخل السنوي. 
Les 2‏ شكل دالة BUS‏ الاحتمال. 
3. ما هي نسبة الأسر التي يقل دخلها عن60 آلف ريال ؟ 
4. ما هو الدخل الذي أقل منه 0.975 من الدخول؟ 
احل 
LLS .1‏ قيمة معام التوزیع الاحتمالي للدخل السنوي 
نفرض أن × متغیر عشوائي يعبر عن الدخل السنوي بالالف ريالء 
وهو یتبع التوزیع الطبيعي؛ ومعاله هي: 
ال متوسط  E(x)=u=80‏ 
التباين هو: 900= Var(x) =o"‏ 
أي أن : )80,900( ۸۷ ~ x‏ 
2. شكل دالة US‏ الاحتمال 


f(x) =— = €e >> ,م‎ T=22/7 
3042 


3 نسبة الأسر الى يقل دخلها عن60 آلف ريال هي: P(x ee‏ وکما 
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cc eel iii ici ieee lth الفصل السادس‎ 


ویتبع الخطوات المذكورة سابقا في حساب الاحتمال كما يأتي: 


P(x <60) - 2 ات‎ 
O 


F(-0.67 )‏ =( 0.67-< م | 8> =P(z‏ 
وبالكشف مباشرة عن هذه القيمة في جدول التوزيع الطبيعي القياسي › 
فيد ان 
P(x <60) =P(z <-0.67 )=0.2514‏ 
je sl 4‏ الذي أقل منه 0.975 من الدخول: 5 GSE) ods‏ يبيحث عن 
قيمة المتغير (x)‏ الذي أقل منه 0.975 ۰ بفرض أن هذا المتغير هو e (x)‏ 
فان : 


ا 


P(X <x,) =p[2 > 0.975 


۱ ۱ ية » حيث نبحث عن تفع 
عند تقاطع الصف 9 » والعمود 6. أي أن قيمة 26 2 ۰ وپکون : 


a 


, Then x, =30(1.96) +80 =138.8 


إذا الدخل هو 138.8 آلف ريال في السنة. 
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التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة 


5-6 توزيع كاما The Gamma Distribution‏ 
إذا افترضنا بأننا نهتم بوقت الانتظار من أول حدث حتى ۲ من 
الأحداث . فان دالة التوزيع الاحتمالية (cd)‏ للمتغير العشوائي x‏ عندما 

x < 0‏ تعطی بالشکل الا تي :]2[ 
<x)=1-P(X >x)‏ - ( :)سم 
=1-P{(r-1)}}‏ 


r-l k 
-Àx AX 
م‎ C, 


وهذه العلاقة وحسب توزیع بوسون عندما 50 x‏ فان: 

F(x) =1-1=0‏ 
ملاحظة : 
سبق وان لاحظنا في توزيع بوسون المتقطع بان فترة الوقت بين حصول 
آول حدث والذي بعده لما توزيع أسي 
وباشتقاق العلاقة أعلاه نلاحظ أن 
e (Ax )*‏ 0 
نا 


=e as E EAR 


f(x) = ye à en? 


اا رنيو ET‏ 
۶ ) 
ومنه حصل على : 
poke‏ ۲ 2۸0 
f(x) =4 (=1!‏ 
0< , 0 
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Ol ra‏ معي ایکون ی تیا 
1-5-6 تعريف داثة كاما: 
تعرف دالة كاما بالشكل الآتي : 


Tne [x as aye , 7 < 0 
نفرض آن:‎ 


2 = 5 
بو »~du=(n-1)x"‏ ۲۲ بر ره 


سيد 


dy =e dx Mv =-e 


n- -xX n=l -xX TO i -xX n-2 
۳ چم‎ dy ==—x e 0 + fe (n—-1)x"~dx 
0 


0 


E‏ ۳ (- )+ 0ح 
0 


=(n-1)I(n-I) 
سور )نت‎ )(n=2)( A= 3 ecw 1(1) 
ويمكن أن نثبت إن:‎ 


معدا 00+ 


Fp = dy = = =] 
(1) Ie x 6 9 
[x"e%dx =(n-1)(n-2) ee l=(n-1)!=I(n) 
0 
فان‎ GUUS 
] +A fy +00 af 
I>) = lee? e ak = [x Pedy = r 
= 0 


0 
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لا یبا یی ی بت تسه EO‏ حتمالبه ااسمر و لحاهيه 


وعلی هذا الأساس نحصل علی: 


۳ s 
۲۸ - (r-l)! 0 


0 oe <0 
مر‎ 5 Br gs0 
=i (r-i)! 
0 ,X S0 
; rod ax x >0 
= r 
0 „oth. 


دج أن : << ۸ فاننا Lad‏ علی دالة التغیر العشوالي * الذي شع 
توزیع US‏ حيث أن كل من 7 و 6 هما معلمتا التوزیع LIS‏ وهکن EES‏ بالشکل 


eee 

i et 0 < 0 
E Ee 

0 oth, 

: معلمتا التوزيع فيمكن كتابته بالشكل الآتي‎ GWE و7‎ A إذا كانت‎ idey 
ا ی‎ x >0 
E 17 
0 oth, 


حیث أن n‏ اد | و دوي 
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ملاحظة : 
عندما تكون 1= 7 فان توزيع كاما يتحول إلى التوزيع الأسي . 
وبذلك يمكن إثبات Sx)‏ هي دالة كثافة احتمالية لتوزيع كاما أي إن : 


| (x (۵۰ = ale a 
! mee, J 
: نفرض إن‎ 
۱ ; u, du 
: وحصل على‎ a وان‎ dx =u ج‎ du = Adi ج‎ dx = سر‎ 
i Ar TEW du 
d = es E L 
ee ee 2 2 
too ro ote r-l 
[f(x)dx E N {—~e - mee 
; PCr) nA A 


وبعل إجراء الاختصارات نحصل علی: 


I‏ ا 
Wipes‏ 
سب« ۵۲( ) 0 


fu "du = 7 ) ۳۸ اد‎ 
Ds 


I(r) 


ولإيجاد دالة العزم المولدة لدالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي × فان : 


M(t) = fe" ست سیم‎ mle Ady 
م‎ L(nja 
+H -(1-At)x 
M (t) = a A ae 
a Tinj)nr J 


(1—At)x 2 We sec 
pM aa dk = جر اء ال الا‎ 
u 7 x E a u وبس|جراء التحویل لي‎ 


ر 

+00 A 

M(t) = دس سس‎ (4 ye du 
Fina’ هلال‎ J-A 


التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة 


M(t) اجر‎ ۱ | u" e "du 


l 9 
=-= 
M y(t) TA eA (n) 


وبعد الاختصارات نحصل على دالة العزم MOS EAS a3‏ 

وبعد اشتقاق الدالة باللسبة إل / واخذ الشتقة الأول عند الصفر bed‏ على 
w= ۸۶۰ )0( = Ê:‏ وكذلك فان : 

( 1+ م )م ثم - 2/0 

وبهذا نحصل على التباين: var(x) = 00 - 10 =A’'n‏ 
6-6 توزيع كاي - سكوير Chi-Square Distribution‏ 

لیکن × له توزيع كاما ءفإذا كانت = و 6 (حيث v of‏ عدداً 
صحيحاً موجباً) فان دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي × هي : 


0 oth. 
لتوزيع كاي سكوير بدرجة حرية‎ (p.d f) وهذه تسمی دالة الكثافة الاحتمالية‎ 
ونقول بان بے ~ × (وسوف‎ x ويرمز له بالرمز‎ (degrees of freedom ( v 
: نستطیع کتابتها بالشکل الاتي‎ Aef وبتبسيط الدالة‎ 
Í T E 


? ? 


xe sO م > مع‎ 


0 oth, 
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القصل | À ected‏ وت جم سس 
ومن خلال تعميم دالة العزم لتوزيع LIS‏ فأننا نستطيع أن hat‏ على دالة 
العزم لتوزيع كاي سكوير وكما يأتي: 
M(x) =(1-21) 2‏ 
1-6-6 خصائص التوزيع كاي سكوير 
نشتق دالةالعه رم للتوزيعباللسبة إلى / فنصل: 
2 (1-2)ر 2 + سمح (۲)۱ 7 (:2- )د Mi (t)‏ وبالتعويض عن 
fet t =0‏ علی: 
=v‏ و =var(x) =2v‏ فى 
2 نلاحظ أن التباين يساوي ضعف الوسط . 
3. دالة التوزيع التجميعية للتوزيع: 


نقول بان F(x)‏ دالة تجميعية للتوزیع ادا کانت F(x) Toe‏ 
2 
وتحسب لقيم متعددة من x5 v‏ .]7[ 
7-6 توزيع ویبل The Weibull Distribution‏ 
نقدم هذا التوزيع الذي له تطبيقات مهمة في دراسة أنظمة الفشل (failure‏ 
models)‏ ونرمز له بالرمز 7 . وقد تم وضع هذا التوزيع عام 1957 . وهو يبين LJ‏ 


فائدة النظام عندما يكون هناك وقت للفشل ويحتوي على عدد من المكونات وان 
النظام یفشل إذا فشلت |حدی مکوناته . 
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التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة 


تعريف : 
إذا كان × متغير عشوائياً له توزيع ويبل فان دالة الكثافة الاحتمالية له هي : 


Gg xed 
(x)= 
„oth. 
CASO: Se 


~" 


ولكى نبين بان الدالة = f(x)‏ هى دالة BUS‏ احتمالية (pdf)‏ فان: 
Uf (x Jax = 922 Gale Oy‏ 
0 0 


24 7 du du 
u < بر‎ >x" =— > ax ۲ 2S ek a 
A A GAN 
a~l أده 1 كعومد ىر‎ =u du ۲ =u 
p (RIO 22 eS ae Jaax 0 سس‎ = fe d= 
0 0 0 QAX 0 


1-7-6 خصائص توزيع ويبل 
1. يعتمد التوزيع على معلمتين هما © و 2 . 
2. عندما 1 - » فان التوزيع يؤول إلى التوزيع الأسي JOEA‏ 
3. أن التوزيع لأسي يعتبر حالة خاصة من توزيع ويبل . 
ولإيجاد دالة التوزيع التجميعية لتوزيع ويبل هي : 
عندما 0< (Ob x‏ 


F(x) =P(X 2x) =1-P(X <x) =1- fade زپ‎ =0 
0 


أما في حالة أن 0< x‏ فان : 


sia 


الفصل السادس ب 


at‏ “نفس اك ريع = F(x)‏ يمكن الحصول عليها من خلال إجراء التحويل 
0 


او 
ET E -‏ ی 
A A GA‏ 
ale g‏ فان 
( * یز (~ a-l _ -u du 1 -=u ~1 u -u‏ 
F(x) = 2 6 += fe du = -e =[-e“ =] -e‏ 
Aare” 3 0‏ 3 
مثال 5-6 


إذا كان وقت الفشل BSL‏ معينة يتبع توزيع ويبل بمعلمة 1-2 و - ۵ 
فما هي مدة البقاء التي لاتزيد عن 90 / من المكونات ؟ 
Jel‏ 
بما أن دالة التجميع هي : 
x =0.0028‏ — 0.10= دي ]= F(x)=1-e™‏ 
2-7-6 الوسط والتباين لتوزيع ويبل 
لإيجاد الوسط للتوزيع فان: 


E(X ( < زد‎ (x Jax = [x رژین‎ eR" dy = eu du 
0 0 


7 
z] 
: العلاقة الآتية‎ wa dale وكطريقة‎ 


ae Gale 1 Td = |r (ads ede) = > |e” 'u “edu‏ زد 


“0 


حبت آن I E‏ 2 خم ویذنك محصل على العزم Jy‏ والني کما ll‏ 


Fk 
PED DiS O Mt EL 


fa 
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التوزيعات الا حتمالية المستمرة الخاصة 


2 1 
Ry‏ وبذلك پکون التباین : 


وكحالة خاصة من ويبل فانه عندما 2= © فان: 


e ,X 20 
f(x)= ۰ 


oth. 


8-6 توزيع بيتا The Beta Distribution‏ 
يستخدم هذا التوزيع dole‏ عندما يكون مدى التغیر العشوائى x‏ بين الصفر و 
بفترة التوزيع بشكل محدد في الإجراءات ال 
تعریف : 
لیکن × Lye‏ عشوائياً يتبع توزیع بيتا فان دالة الكثافة الاحتمالية للتوزیم هي: 
(OD) eT‏ 
B)‏ 1 (0) 7 
< () 1 


,0 <x Se 


0 „oth. 


حيث أن و ا 


ولإيجاد دالة التوزيع التجميعية للتوزيع فإنها F‏ الدالة: 
(ap) a-l 8-1‏ : 
dx‏ ۰0 سس = F(x)‏ 
Fare‏ 
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L(a+ Pf) 
x21 JN F(x) 2 gx <0 IS F(x) =0 وان‎ 
ملاحظة:‎ 


1 ۱ 
F(ajat ae | xian) de = org, 
0 


يمكن الرهنة على BAI‏ السابقة من خلال أن : 


poroja prea] as 


يترك برهانها للطالب . 
1-8-6 خصائص توزيع بيتا 
2. نستطيع أن نكون عدة أشكال للتوزيع اعتماداً على قيم © و P‏ 
2-8-6 المتوسط والتباين لتوزيع بيتا 
لحساب المتوسط والتباين لتوزيع بيتا فان : 
ا ] E(X)=‏ 
Lat) T(P)‏ ( 09 1 _ 
Flat Bt)‏ ( )1 (يه 7 ` 
8 ی I‏ ( +709 _ 
CESP] ۵‏ گرم LEQ) LB) (Ot‏ 
وبنفس الاسلوب يمكن إيجاد التباين وذلك من خلال حساب: 


Les A) eT sax) de 
52 ۸ P) 


E(X?)=| 


_ ۵+ 0( F(a+2)T(B) _ (atla 
TCTL) Flat Bt+2) + + (arp) 
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التوزيعات الا حتمالية المستمرة الخاصة 


(a+1Ja a \ 

= E سس سس‎ 
VON ازور‎ SO Sh OCR le) aera Tan eee) اك‎ 
_ ap 
(OBE) GB) 

9-6 توزيع كوشي The Cauchy Distribution‏ 
دالة الكثافة الاحتمالية طذا التوزيع هى 

0+ > %< 00 ر جد د 

Sta a=) , -00 > x > معد‎ 

77 
F(x) =4 0 ,X > موس‎ 

1 ,X —> +00 


: فان‎ ales 


Lim joel as = Lim 5 float a +1)] = +00 
AF + 7] x کب‎ 
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oe i 1 l 
برهن إن = (7)2 ؟ ثم برهن إن توزيع كاما يؤول إلى التوزيع الأسي ؟‎ . 
l 
اف‎ eae doles إذا كان وقت الفشل لكونة معينه يتبع توزيع ويبل‎ . 
مدة البقاء التى لا تزيد عن 9096 من المكونات ؟‎ 
متغيراً عشوائياً د يتبع التوزيع الطبيعي وكان احتمال أن تكون قيمة المتغير‎ x اذا كان‎ . 


العشوائي اقل من 50 هو 0.1 واكبر من 100 هو 0.05 »احسب ما يأتي: 
(a‏ احتمال S p(x S70)‏ 


(b‏ احتمال | (80 > <x‏ 60( /)$70 )ام ؟ 


. اذا كان «متغيراً عشوائياً وتوزیعه الاحتمالي 722:77 آوجد قيمة 4 الى GHA‏ 
المساواة العالشة g2 p(x <a) =] -— SICK >a)‏ 


. اذا كان #متغيراً عشوائياً يتبع التوزیع الأسي وكان a‏ = وإذا OLS‏ 
Y = 22: +‏ فاوجد دالة الكثافة الاحتمالية ودالة التوزيع له 

. اذا كان *متغيراً عشوائياً يمثل يمثل عمر الصباح الكهربائي الزمي الذي ينتج من 
قبل ماكنه »حیث أن هذا التغیر يتبع التوزيع الأسي وان سك اوجد ما يأتي: 
p (|x |< 1500 ) (a‏ ؟ 

ES <5) القيمة المتوقعة‎ (b 

(c‏ دالة التوزيع الشرطي (5 > ×/×)م ؟ 

. اذا كان المتغير العشوائي * يخضع للتوزيع المنتظم المستمر وكان a=40‏ 60- م 


(a‏ دالة الاحتمال الشرطية محسوبة من دالة التوزیع x S20)‏ 7 )۲ ؟ 
0) دالة الكثافة الاحتمالية الشرطية (20 > × / ) ٩‏ 
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التوزيعات الاحتمالية المستمرة الخاصة 
8. من التوزيع الطبيعي المعياري اوجد الاحتمالات الآنية: 
(a‏ )0.7< 6/022 ؟ 
(b‏ )0< 2 > ۲-1 ؟ 
9 اذا كان متوسط آجر العامل 4 دنانيرفي الساعة GAL‏ معياري 0.50 
دینارءوکانت الأجور تتبع توزیعاً طبیعیاً فما نسبة العمال الذين یتقاضون أجراً ما 
بين 2.5 و 3 ple‏ في الساعة؟ 
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الفصل السایع 


التوزيعات الثنانية 


2-7 المتغير العشوائي المتقطع الثنائي ودوال التوزيع الاحتمالي . 

7 المتغير العشوائي المستمر الثنائي ودالة الكثافة الاحتمالية المشتركة 
4-7 التوزيعات الهامشية والشرطية 

5-7 المتغيرات العشوائية المستقلة 

6-7 التوقع للدوال ذات المتغيرين العشوائيين 

7-7 العزوم الثنائية 

8-7 معامل الارتباط 

9-7 التوقع الشرطي 

تمارين الفصل السابع 


Introduction 40.140 1-7‏ 
في دراستنا للتوزيعات ذات المتغيرات العشوائية في الفصول السابقة ءدرسنا 
التوزيعات ذات المتغير العشوائى الواحد » حيث أن المشاهدات تأخذ متغير واحد.وفي 
حالات کثرة فان الشاهدات تتطلب متغبرین آو اکشر » HUIS‏ سوف نهتم في هذا 
الفصل بدراسة وتقییم العلاقات الاحصائية لهذه التغیرات.فمثلا في مسألة التغیرات 
الثلائة نأمل أن نتعرف آیهما من مشاهدات التغیر العشوائي الأول تزداد Las‏ لزيادة 
مشاهدات tell‏ العشوائي الثاني » ولکن مشاهدات المتغير العشوائي الثالث غير 

مرتبطة بالتغير الذي يحصل في المتغيرين السابقين .[2] 
هذه المتغيرات تكون LÍ‏ كمية (Quantitative Continuous)ë paims‏ أو نوعية 
(Qualitative Discrete)i skiu‏ أو تكون مختلطة(مستمرة ومتقطعة) . إن عدد 
الاحتمالات الممكنة يزداد بزيادة عدد المتغيرات العشوائية ومن الأمثلة على ذلك ما 
© في الدراسات الطبية»فان مشاهدات ضغط الدم تمثل المتغير × ومعدل النبض 
fee‏ المتغير ۲ لكل مجموعة من المرضى.في هذه احالة يكون كلا المتغيرين هما 
متغيرات كمية مستمرة. 
ه في شركة ماء فان × يشل العدد الشهري للسفرات وان ۲ يمثل مصاريف 
الانتقال.في مثل هذه الحالة فان × يمثل متغير كمي متقطع بينما ۲ يشل متغير 
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في هذا الفصل سوف نوسع مفهوم المتغير العشوائي ودالة التوزيع الاحتمالي له 
إلى مفهوم المتغيرين العشوائيين ودوالهما التوزيعية الاحتمالية المشتركة( Joint‏ 
(Probability Distribution‏ « والفكرة المهمة التي سوف نقدمها هي فكرة 
(Correlation) kL Yk (Independence) Jax |‏ والتوقعالشرطي 
(Conditional Expectation)‏ وسوف ندرس بعض التوزيعات الثنائية المتقطعة 
والستمرة . 
2-7 المتغير المشوائي افتقطع الشنافي ودوال التوزیع الاحتمالي 


Bivariate Discrete Random Variables And Joint Probability 
Distribution Functions 


لكي نتناول المتغير العشوائي التقطع الثنائي ودالة التوزيع الاحتمالي المشتركة 
المرتبطة به»‌سوف نتناول بعض الأمثلة البسيطة. 
مثال 1-7 
حاوية تحتوي على خمسة موادءاثنان منها سليمة بشكل كامل ويرمز ها 
بالرمز .۰5 رګ .وائنان منها تحتوي على عيب بسيط ويرمز ها بالرمز c M,e M,‏ 
والباقي فيها عيب رئيسي ويرمز لا بالرمز F‏ .سحبت منها عينة عشوائية مكونة 
من مادتين وبدون إرجاع.ليكن كل من و ۲ مستغيرين عشوائيين يمثلان عدد 
المواد السليمة والمواد التي فيها عيب بسيط على التوالي في العينة . 
في بداية الأمر نقوم بحساب عناصر فضاء العينة S‏ وكما يأتي: 
S {S SS MSM SF SMS MSF, MM MIF,‏ 
مک روک روگ ME TOMS MS TSM SaM‏ 
FM,,FM,}‏ 
وبهذا يكون عدد العناصر لفضاء العينة هو )20( عنصراً يمكن حسابها باستخدام 
علاقة التباديل.ويمكن أن نضع القيم المرتبطة ل( 20,7 ) بالأحداث اعلاه ونمثلها 
بر ) وکما باني: 
(x,y) =(2,0) )1,( (LL) (1,0) (1) (LL) (1,0) (0,2) (0,1) (0,1)‏ 
1D 1D) 10 (LD )1,( 4,0) (0.2) (0D (04)‏ )2.0( 
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EERE EEEE AAA 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 a a AE‏ 1 ات ان 
ولانناأستخدمنا عينة عشوائية بدون إرجاع (without replacement)‏ فان کل 


حدث بسيط يكون متساوي (equally likely to occur)d gahl‏ ويساوي A‏ وطذا 


20 
(joint probability distribution) j j4 سوف نحصل على التوزيع الاحتمالى‎ 
Fy XJ 
(x,y) 200). Clay AAT COI لا اه‎ 
P(X =x, Y =y): Ya Lo 20 720 fy 


وعلى أساس هذا المثال سوف نضع بعض التعاريف الاتية: 
تعريف 1-7 
RR‏ ا ا ال 55 
X(e)‏ = × و Y(e)‏ = ۲دالق القيمة الحقيقية الت تربط عدد حقيقي إلى كل 
ا( 
عشوائي ذات البعدين(وأحيانا يسمى متجه عشوائي).أذا كان عدد القيم الممكنة 
(X,Y)‏ منتهسي Gnfinite)‏ أو معدود غير منتهي (countably infinite)‏ 
فان (VY)‏ يسمى متغير عشوائي متقطع ذات البعدين. 
سوف fe‏ القسيم المفكنية لبع در Nest‏ تا 
ole j= A Maa‏ ,و ,7 پذهبان إلى © . 
وان } AR, = = =1,2,..,m,‏ فضاء ذات 
البعدين ل(۲,×).كما حصل في حالة البعد الواحد. سوف نهتم بالاحتمالات 
مثل P(X = ×, = y)‏ و Pla, SX > a,,b, > ۲ <b,)‏ .إن الدالة الرياضية التي 
نستخدمها لحساب هذه الاحتمالات تسمى دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة 
Goint probability distribution function)‏ ویرمزضابالرمز 
([.0 للمتغيرين العشوائيين Vg X‏ 
عريف 2-7 
ليكن (۲,۷)متغیر عشوائي متقطع ذات بعدين معرف على الفضاء ر۸ . 
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الفصل السابع ‏ 
فان P(X = ×,۲ =y)‏ یرمز لا بالرمز )¥ f(x,‏ وتسمى Slo‏ التوزيع الاحتمالي 
المشتركة ل × و۲ وتحقق الخواص الانية: 
OST IK ed,‏ 


> 2 =f .2 
(xX ( بت‎ y 
۳)),۲( > ۸(2 رم ب2‎ (x,y) 3 
. ) ۲, 3 


حيث 4 هي مجموعة جزئية من الفضاء Ry‏ 
مثال 2-7 
في JAI‏ 1-7 نفرض أن العينة المختارة تتكون من ثلاث مواد تسحب بشكل 
عشوائي من الحاوية ٬فإذا‏ كان كل من × و ۲ متغيرين عشوائيين متقطعين بمثلان 
الواد السليمة والمواد التي تحوي على عطل بسيط على التوالي»إحسب دالة 
التوزیع الاحتمالي المشتركة ل و ۲۲ 
jel‏ 
بإهمال عملية الترتیب فان الا حداث الممكنة للعينة هي: 
SSM, SSM, SSF SMM, SME S\M,F‏ 
SMM, SMF SMF MM,F‏ 
وان قيم (ر,×)بالنسبة ل (20,1) المقابلة هاهي: 
(x,y) =(2,1) (2,1) (2,0) (1,2) (LD) (L1) (1,2) (LI) (1,1) (0,2)‏ 
وان الاختيار العشوائي للنتائج الممكنة اعلاه يكون باحتماليات متساوية أي أن 
الاحتمالية WU Yo‏ فان دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة(/4.م.) للمتغيرين 
العشوائيين × و هي: 


(x,y) ST) 20). ie): OLY AZ 
P(X =x, Y =y): ho Yo Ao Ko hy 
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ne‏ | لتوزیعات الثنائية 

وعلية يمكن حساب الاحتمال الاتي: 

P(X <1,Y 21) =P(X =0,Y =2)+P(X1LY =1)+P(X =1,Y =2) 
=o 


0 الشكل 1-7 (رسم دالة الاحتمال التوزيعية المشتركة ل × و OF‏ 
لقد لاحظنا في الفصول السابقة بان دالة التوزیع التجميعية .)تلعب دورا 
lage‏ في دراسة التغیر العشوائي ذات البعد الواحد.ولذلك سوف نوسع 
هذا الفهوم بالنسبة للمتغيرات العشوائية التقطعة ذات البعدین من خلال 
التعریف الاتي: 
تعریف 3-7 
لیکن (X,Y)‏ متغيرين عشوائيين متقطعین » فان دالة التوزیع التجميعية الثنائية 
ل × و ۲ bivariate c.d.f)‏ )تعرف كما يأتي: 
)7-1( امف سن ناولاو BOT SRO Se E E DD‏ 


برع ۷ > 1۱ 
ودالة التوزیع التجميعية الثنائية تحقق عدداً من الخواص of Lakes‏ الخواص 
الثلائة الأولى منها تبرهن بأسلوب مشابه لما تم برهانه في حالة التغیر الواحد. 
والنظرية الآتية ثبین هذه اخواص حيث سنبرهن منها الفقرة (0)فقط . 
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الفصل السایع 
نظرية 1-7 
لتکن iSloF (x,y)‏ التوزيع التجميعية الثنائية (X,Y)‏ فان F(x, y)‏ تحقق 
الخواص التالية: 
(a‏ 1= )00,00( »7 
F(-0,y) =F(x,-0) =0 (b‏ 
Ulo F(x, y) (c‏ غير متناقصة في كل متغير متقطع. 
et (d‏ القيم x)‏ > )وذو ,كدو Pi Va (V2 > Vi)‏ میکون: 
F(x), ¥9) F(X p19.) F(X a: VJ FF (4, ,¥,) 20‏ 
البرهان 
5 الشکل 2-7 آدناه bW‏ أن: 
O01 SY Sy)‏ رک UX Sx, 0 Sy HACK‏ ووه WY‏ ریک {(X‏ 
SG aY Spy);‏ وا (BX SOA Si)‏ 
لذلك سوف نستخدم قانون الجمع للأحداث المنفصلة فنحصل على: 
F(A Na Sea)‏ اربوا POX Ss RY‏ 
SP 2)‏ > بترن بوك PO‏ اتوك رک P(X‏ 
SV) sees (7-2)‏ رو > “P(x <X‏ 


P(X Sx,,y,<¥ Sy) = P(X EST Sy,)- P(X گرگ‎ SY 
و‎ 
PIREN REY SY SAPS Sig Sy ار‎ CX رک‎ Sy 
: نعوض عن العلاقتين اعلاه في العلاقة )2 — 7( فنحصل على‎ 
P(x, <X لصوتو ييه‎ Spo) = P(X روک‎ Sy 
“P(X و‎ Y Sy) 2 PX oT ey) كك‎ Sie 
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التوزيعات التنائية 


)7-3( اك ام الوا ل (pad)‏ ار Ca‏ كنع ار ري ل "رك )5 SOK‏ 


AEREA Saye اليو ترك‎ 0 


مثال 3-7 
اذا كانت دالة التوزيع الاحتمالي الشتر کة(.0.4.ز) ل × و ۷هي: 


2 1 x+2 
سب‎ PE Ze Ye dy: 
WIZ 


0 otherwise 


حيث 0 > Sy > 2 gl Sx‏ 0 أوجد دالة التوزيع التجميعية اة ل 
AF)‏ 


jel 


تحسب دالة التوزيع التجميعية كما يأتي: 


58 e 
EDDIE) A 


u=] ys u=l 
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الفصل السابع 


0 for x <I and y <0 
Ca 
E E AEDI ۱ for .x 21,05 yp 52 
۷ 


v =() 


1-(4%)* FOP: PN, 


إن الدالة اعلاة تحقق الخواص في نظرية(1-7) وعلى الطالب إثبات ذلك. 


3-7 المتغير العشوائي الستمر الثنائي ودالة الكثافة الاحتمالية المشتركة 
Bivariate Continuous Random Variables And Joint‏ 
Probability Density Functions:‏ 


لإثارة فكرة التوزيع الثنائي المستمرءفإننا سنوضح مفهوم المدرج التكراري 

النسي (relative frequency histogram)‏ للتعامل مع هذه SLL‏ 
نفرض آن لدینا 7 من آزواج القیم 1,2,....7- ,ل زر (x‏ فاذا كانت n‏ 

كبيرة نسبياً »فإننا نضع الشاهدات في خلايا أو فترات صفية ثنائية هي 
cer)‏ وس eta iO page en ee I Ou‏ 
لاقي (dy .d)),04) 45) (Gy‏ پالنسبة حور بر .فاذا کان fy‏ یثل التکرار آو عدد 
انشاهدات في الخلية (زر,) العرفة بالفترة الصفية الثنائية (,»,ررت)و (,4.ب ,)فان 
4 هثل التکرار النسبي للم‌شاهدات في (GAH‏ حيث أن 2,....4,/- ا 
E‏ 

ويرسم المدرج التكراري النسبي من خلال رسم الأعمدة فوق LALI‏ بحيث أن 
حجم العمود فوق الخلية )7,7( يساوي التكرار النسي 7" .وهکذا فان المدرج 
التكراري النسي يمثل الدالة (x,y)‏ المعرفة بالصيغة الآتية: 


)7-4( الا ل h(x,y) EEE E‏ 
pay)‏ المح التي قصية 1 


RV Eds ff Sli lien hag EO‏ الريك ننه ريم 


التوزيعات الثثائية 


مثال 4-7 


البيانات في الجدول (1-7) آدناه تبين لنا ترتيب التوزيع التكراري الثنائي لختلف 

سنوات IREN)‏ و الراتب ay‏ وحدات مرمزة لعينة من (150)عامل الحذين 

ووا اف ات ی ی ی وت رن ان 
امحدول )1-7( 


من 50 من 45 من 40 من 35 من 30 
وحت 55 | وتحت 30 | وتحت 45 | وقت 40 | وتحت 35 
1 


حيث hs x‏ سئوات الندمة.ویکن رسم امدرج التكراري النسي للجدول oe]‏ 
کما ی الشکل 3-7 : 


الشكل )3-7( بين المدرج التكراري gill‏ الثنائي 
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| لقصل السایع = 


نلاحظ أن Blo‏ المدرج التكراري النسي الثنائي h (x,y)‏ تحقق الخراص الآتية: 
h,(x,y) <0 (a‏ لجميع TE‏ 
(b‏ الحجم الكلي المحدد بالمستوي y)‏ ) من الأعلى والدالة A, (x,y)‏ من الأسفل 


يساوي واحد أي أن: 


is ۳ ره‎ = 


©) احتمالية أي حدث 4 مكون من اتحاد الفترات الصفية الثنائية Ke‏ أن نحسبه 


من العلاقة الاتبة: 
p(A)* [[h, (x, y)dxdy‏ 


ولتوضیح ذلك آکثر‌نفرض of‏ عدد الشاهدات a‏ پزداد وبذلك نستطیع 
خحفض عدد الخلايا وبأخذ الغاية للدالة A, y)‏ فانها تقترب تدريجياً من الدالة 
الرياضية التى نسمیها fy)‏ والتی تعطي القيمة الحقيقية للاحتمال التعلق 
المتغيرين و من خلال التکامل الآني: 

b>‏ ره 


Pa, <X <a,,b, <¥ <b,) =| (fF (x,y ی(‎ (7-5) 


ay bi 


إن هذه الاحتمالية تمثل حجم الجسم فوق المستطيل المظلل في الشكل )4-7( 


r 


أدناه: 


الشكل )4-7( 
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لالس صصص meen ene‏ التوزيعات الثنائية 
E cies‏ سنضع التعریف GM‏ 

تعریف4-7 
لیکن Lee WY)‏ عشوائباً ذو بعدین الذي نفترض إن جميع قیمه في مجموعة 
عشوائی مستمر ذات البعدين »ومجموعة القيم الى يأخذها المتغير (X,Y)‏ تسمى 
مدی الفضاء ويرمز ها بالرمز Rey‏ .]4[ 
إن الدالة f(x,y)‏ تسمی دالة الکثافة الاحتمالية المشتركة ) joint probability‏ 
(density function‏ للمتغرین × و ۲ ویرمز ها G.p.d ye JL‏ اذا حقفت 
A‏ 0< (بز,<) tf‏ قيم GENER rr‏ 
T‏ پر (x,y‏ زر |[ 


0 
3 احتمالية آي حدث 4 > be (XY‏ ۸ جموعة جزئية من ,»۸ هي: 
P{(X,Y) e A} = [ff axay‏ 
4 
Vas,‏ 
ey‏ عددين مسوجبين Ax‏ و Ay‏ صغيران f(x, (۵ bday‏ تساوي 
P(xsXSxt+dx,ysV¥<yt Aye‏ 
مثا ل 5-7 
لتکن الدالة 
عد Dey‏ ري نيزج زا -x -y),‏ 6 
e‏ 


بين إنها دالة BUS‏ احتمالية مشتركة؟ثم احسب SPCX SEY S53)‏ 


۰ , otherwise 


= 107% 


الفصل السایع 


اخل 

للتحقق من کون الدالة هي دالة BUS‏ احتمالية يجب أن Gad‏ الشروط في التعریف 
4-7 حيث انه من الواضح بان الدالة 20 eet f(x,y)‏ قيم × و Gy‏ الفترة 
المعرفة عليها الدالة»كذلك فان : 


8 هن 


f (x.y axay = [f(6 =x -y Jaya 
0 2 


6 


وهذا يبين أن الدالة f(x,y)‏ هى دالة الكثافة الاحتمالية. و لحساب 


/ 4 
P(A ال‎ >3) = ] ])6 -x -y )dydx 
0 3 


1-3-7 دالة التوزيع التجميعية المشتركة 
The Joint Commutative Distribution Function‏ . 
العشوائی ا لته (X,Y) sts!‏ فقط نستبدل عملية الجمع المضاعف ف حالة 
المتغير المتقطع إلى عملية التکامل الضاعف. 
وعلية اذا كان (X,Y)‏ متغير عشوائي مستمر ذات بعدين فنعرف دالة التوزيع 
التجميعية المشتركة كالاتي: 


Sen ER <y)= | JJ Guy )dvdu E ee (7-6)‏ زر 


حم ا ين 
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Co و تس مس‎ ee N 
ملاحظة:‎ 

إن الدالة F(x, y)‏ تحقق جميع الخواص التي ورد ذكرها في نظرية (1-7)عندما 
تكلمنا عن حالة المتغير العشوائي المتقطع الثنائي.وبالإضافة إلى ذلك فانه اذا 
كانت المشتقة الأول والثانية للدالة (نز,:) 5 موجودة فان 


oF © fy)‏ أي آننا حصل منها على دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة 


للتوزیم.ویکن توضيح ذلك من خلال: 


FC) lin Oy tay) F(x) 
Ox Oy Ox بسك ا‎ Ax Ay 


ee [F(x +f4x,y+Ay)-—F(x +Mx,y)|-[F(x,y +Ay)-F(x,y)] 
Ax 90 dy 90 Ax Ay 
lim على:‎ Jas (7-3) 45a ومن‎ 


TET <y+Ay)‏ وا + جک <X‏ )مر 
يوووا و یز 


مثال 6-7 
لتكن الدالة في المثال (5-7): 
فك ey‏ رد AG NV)‏ 
f(x,y) =‏ 


0, otherwise 
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Je 


F(x, y)= P(X <x,Y<y)= f [Fu v)dvdu حسب التعریف(4-7)فن:‎ 


HIS توف ريراك ومو‎ Dees Sf زان مر و الك ار‎ O eb 
x >0 فان 20 ( بز, )۳ بالسبة ال $2 مر‎ 


F(x,y) =| F6 -u-v )dvdu لحصل علی:‎ 0<x<2,2<y <4 وبالنسبة إلى‎ 


0 2 


FX) = [io —u)(y -2) -2+2 bdu 


l 
POR) E ST = yo) 
: كذلك نلاحظ أن‎ 
۲ 4 


FOX, y) = | RG —u -—v )dvdu - x(6 —x) 


0 2 


: 0.وباأسلوبت مشابه فان‎ >× <2,y 24 اذا كانت‎ 
tel 
F(x,y)= | |g (6 -u -v (۵۷۵۷ =—(y -2)(8 -y ) 
0 2 
علی:‎ hat ادا گنت 2< 22,2 ×. وأخيرا‎ 
2 4 
x2>2,y 4 أن‎ tem F(x, y) = | RG -u —v )dvdu =] 
0 2 


والشكل (5-7)أدناه يبين رسم للدالة أعلاه: 


الشكل )5-7( 
4-7 التوزیعات الهامشية والشرطية 
Marginal And Conditional Distributions‏ 
لتکن f(xy)‏ دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة للمتغيرين العشوائيين 
Y 5X‏ .فأحيانا نهتم بدالة التوزيع الاحتمالي f(x)‏ للمتغير العشوائي × ,أو دالة 
التوزیع الاحتمالي f(y)‏ للمتغير العشوائي 7.إن الدالتین المذكورتين تشیران إلى 
الدالتين اطامشیتین للمتغيرين العشوائيين × و۲ على التوالي. 
الهامشية للمتغيرين 2و ۲. 


مثال 7-7 
لتكن دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة للمتغيرين العشوائيين المتقطعين 2و۲ 
هي 


Total 0.4 0.3 


أحسب دالة التوزيع الاحتمالية الهامشية المشتركة ودالة التوزيع التجميعية 
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5 الفصل السايع‎ 
jo 
ساب الدالة الهامشية:‎ 
AU SAPO EX) رم قم‎ SI EPI ESOT 
P(X =0,Y =3) =0.3 +0.2 +0.2 7 
fı(1)=P(X =1,Y =1)+P(X =1,Y =2)+P(X =1,Y =3) 
- 00+07 +0. =0.2 
رنارر‎ =P(X =2,Y =1)+P(X =2,Y =2)+P(X =2,Y =3) 
=0.1 +00 +0.0 =0.1 
fı(1)=P(Y =y)=P(X =0,Y =1)+P(X 21,۲ =1) 
P(X =2,Y¥ =1) =0.3+0.0+0.1 4 


fi(2)=P(X =0,Y =2)+P(X =1,Y =2)+P(X =2,Y =2) 
=0.2 +0.1+0.0 =0.3 
(3)ر‎ =P(X =0,Y =3)+P(X =1,Y =3)+P(X - 2,7 =3) 
=0,2 +0.1+0.0 =0.3 
و (2) جر للمتغيرين‎ A) و ساب دالة التوزيع التجميعية للدالتين‎ 
ee و ¥ وكما‎ 


من المثال السابق يمكن أن نضع التعريف الاتي: 
تعريف5-7 


لیکن × و ۲ متغيرين عشوائيين متقطعين هما دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة 
f(x,y)‏ § الفضاء رم .فان gle‏ التوزيع الاحتمالية الحامشية للمتغيرين 
X‏ و Y‏ هما: 


O Bae (7-7)‏ ره ل و 


xfyv) VOX) 


X, y € ۳ حيث أن‎ 


عندما ينا ثب ace‏ لقي المکته بالحوية إل CS Nye‏ مم اف 
ره لل مجموع جيع القيم مع فیم 
«رالمعطاة»وان ,< يمثل مجموع جميع القيم الممكنة بالنسبة إلى ر المرتبطة مع قيم 
y(x)‏ 
× العطاة. 
وأن الدالتين التجميعيتين ال هامشيتين بالنسبة إلى ۲ و 7 تعطى بالشكل الآتي: 
(7-8(.... )ررح > F(x) =f (x,‏ و Fi(y)=f(%y)= DPV)‏ 
على التوالي. 
ملاحظة: 
يبدو للقاری Ob‏ كل من الدالتین AOI AO)‏ لیستا دوال LEW‏ »ولكن 
سميت دوال توزیع احتمالي هامشي» لأنها آشتقت من الدالة الثنائية 
f(x,y)‏ .]6[ 
سوف تمرف التوزیعات امامشية ف حالة التغیرات المسثمرة بنفس الا ساوت 
الذي عرفنا به التوزیعات الهامشية في حالة المتغيرات التقطعة ولکن من خلال 
استبدال انحموع بعملية التکامل.وضذا سنفرض Leb Oey)‏ دالة التوزیع 
بالاحتمال Pla > × <b)‏ حيث أنه هثل الحجم تحت الدالة f(x,y)‏ والشریط 
المظلل E‏ | لشكل )6-7( ‘ool‏ 
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الفصل السايع 


(6-7) JS 
نادحظ أن:‎ 
b œ 


PUGS Xx 20) = | [fy dpa E 


عند ما [f (x,y Jay‏ = ( ۷ ), . 
رسن Sy cee‏ بالنسة للدالة الهامشية Ah)‏ 
تعريف 6-7 


ليكن × و ۲ متغيرين عشوائيين مستمرين ما دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة 
fy)‏ في الفضاء Ry y‏ .فان دالتى التوزيع الاحتمالية الهامشية للمتغيرين 
X‏ و هما: 


)7-9( جمد بج خوج OPENS BIO‏ انو انه ارقو ا PAVIA‏ 
حيث أن x,y E Rpp‏ 


وآن الدالتین التجمیعیتین اطامشیتین بالسبة إلى ۲ و ۲ تعطی بالشکل الاتی: 
علی التوالي. 
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مثال 8-7 
لتكن دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة للمتغيرين العشوائيين و اهي: 
IL OEE OES‏ 
Les) =‏ 
Elsewhere‏ 0 
آوحد دالة التوزیع الاحتمالية المامشية بالنسبة إلى 2 و PY‏ نسم أوجد دواليهما 
الل 
دوال التوزيع الاحتمالية الهامشية هي: 


۲ 
3 0 


۳ ا‎ 23 E 
۱ ۱ X Y X Y x 
xJjJ= x,y)d — ل كا‎ = ia 
f(x) ۳ y)dy E p- لے‎ 
5 3 و‎ 3.2 2 
: X Y × y ee 
4 Re (x,y ين(‎ = dy = = 
SaO ۳ j ۳7 xd | 9 
: دوال التوزيع التجميعية أهامشية هي‎ 
pio ia eS ف‎ 
= = = n 
۰ e 8۳4 9 x3 77 5 
x : tg? ye y 7 
Fify)= „v )dv = —dy = Lan 0 3 
۳ LF وه‎ | 727 <y< 
å i 5 للك‎ l ,y>3 : l ,× <3 
وبذلك تكون دالة‎ ۲ (y) = وكذلك‎ F(x) = ۱ 
0 .y 0 0و‎ 


التوزیع التجميعية المشتركة للمتغيرين و اهي: 


- 205 - 


| لقصل السایع es‏ 


0 SO or <3 
و‎ yf, 0<x >3,0 بر>‎ <3 
F(x,y) = | [f (u,v (۷۵۷ = 530 ey 


7 Sk N 
1 EE 


Bivariate Conditional Distribution التوزيع الشرطي الثنائي‎ 1-4-7 

يستخدم هذا المفهوم بشكل كبير في الإحصاء الرياضي .ولقد سبق لنا Oly‏ 
ناقشنا في الفصل الثاني موضوع الاحتمال الشرطي لأي حدث 4 عندما يكون 
الحدث 8 معطى أو حاصل فان : 


۱ Gs _ P(ANB) _ P(A (ظ‎ 
في‎ he BA) STE و‎ P(A! B) 5 
.P(B) #0 (م)ط و‎ #0 


فإذا كان المتغيران العشواتيان المتقطعان × و 7 يقابلان الحدثين 4 و8 على 
التوالي فعندها يكون بالإمكان التحدث عن دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغير 
العشوائية المتقطعة.[5] 
2-4-7 دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتخیرات العشوائية المتقطعة 


Conditional Probability Distribution Function Of Discrete Random 
Variables: 


تعريف 7-7 
لیکن لدو (متخرین عشوائيين متقطعين لممادالة التوزيع الاحتمالى 
المشتركة( S(x,y) Goint p.d.‏ ودالى التوزيع الاحتمالی المهامشية (marginal p.d)‏ 
AO)‏ و )40 على التوالي حيث كلاهما GWE‏ دوال موجبة فان : 
POE Sy) ۳ f(x,y)‏ 
P(Y = y) h)‏ 
نضع ريك لد = P(X‏ = (مر / < ) ع بحيث أ 


PO sai ۲ که(‎ 
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لل سس التوزيعات الثنائية 


Jol VSO حيث‎ 


op‏ (/),ع تسمى دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغير العشوائي 
المتقطع × عندما يكون المتغير العشوائي المتقطع ر = ۲ معطى. 

وبنفس الأسلوب نحصل على دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغير 
العشوائي التقطع Y‏ عندما × = × معطى وهى: 


CIE] a I sae eae SDSS (7-12) 


حيث Ji(x)>0‏ 
نلاحظ أن كل من الدالتين (a/y)‏ ,ع و (</) g,‏ تحققان شروط دوال التوزيع 
e‏ 0< ( / «ارع و 0< ۲ )8 . 

Lf (xy) Ja) 


balls < ر‎ =] o 
S 281(7 ily) FH) 
زرم‎ Caw 
۱ Vy ۲۸ _ 
2 / Sa متك سح‎ 
مر 2( ۷ )درم‎ oa 
9-7 مثال‎ 


اذا كان الطلب الأسبوعي على النتجین 4 و B‏ الذي ely‏ في الاسواق هما دالة 
التوزيع الاحتمالي المشتركة » قيمها كما مبينة في احدول أدناه.أحسب دالة 
التوزيع الاحتمالي الشرطية لطلب النتج 4 عندما يكون الطلب على المنتج 8 
معطى وهو (1) وحدة»كذلك أحسب دالة التوزيع الاحتمالية التجميعية لطلب 
النتج B‏ عندما يكون الطلب على A‏ هو )2( وحلة. 
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Je! 
و متخیر عشوائي يشل‎ A ليكن × متغيراً عشوائیاً يمثل الطلب على المنتجح‎ 
B gll الطلب على‎ 
عندما بزع ز معطی‎ X التوزيع الشرطي إلى‎ Ul ,ع تمثل‎ ay) ولتكن‎ 
و(ند/) يع تمثل دالة التوزيع الشرطي إلى ۲ عندما × = × معطى.‎ 
نستخدم العلاقتين (11- 5) و(12- 5) لحساب دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية إلى‎ 
وهي:‎ ۲ a1 عندما یکون‎ 
g (0/1) =f (0,1)/f,(1) =(0.10) / (0.45) =0.22 
gi (1/1) =f (1,1) /f (1) =(0.20) / (0.45) =0.44 
g2/1) =f (2,1) /f,(1) =(0.10) / (0.45) =0.22 
£,(3/1) =f (3,1) /f(1) =(9.05) / (0.45) =0.11 
عندما يكون‎ Y وبنفس الطريقة لحساب دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية إلى‎ 
وهي:‎ ۸ = 2 
2,00 2) =f (2,0)/f,(2) =(0.15)/ (0.30) =0.50 
g(1/2)=f(2,1)/f,(2) =(0.10) / (0.30) =0.33 
@(2/2)=f(2,2)/f,(2) =(0.05)/ (0.30) =0.17 
يأتي:‎ LoS التوزیع التجميعية الشرطية‎ Ub و ساب‎ 
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لس التوزيعات التنائية 


ke 0‏ لل اک ا 2= X‏ معطی 
فنحصل علی: 


G,(0/ 2(- /0)رع‎ 2) =0.50 

G,(1/ 2) =g,(0/2)+¢,(1/ 2) =0.50 +0.33 =0.83 

1.00= 0.17+ 0.33+ 0.50= )2 / 2 )رع + )2 G,(2/2)=g,(0/ 2) +g,(1/‏ 
3-4-7 دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغيرات العشوائية المستمرة: 


Conditional Probability Distribution Function Of Continuous Random 
Variables: 


تعريف 8-7 
لیکن X‏ و Y‏ متغيرين عشوائيين مستمرين لهما دالة التوزيع الاحتمالي 
المشتر gles f(x,y) Goint p.d Pas‏ التوزیع الاحتمالی اطامشية ( marginal‏ 
۷ (*) كرو AO‏ على التوالي حيث کلاهما OWE‏ دوال موجبة فان : 


حيث ل ارال )ار نه 

فإن («ر/*) ,ع تسمى دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغير العشوائي 
الستمر X‏ عندما پکون التغیر العشوائي المستمر بز = ۲ معطى. 

وبنفس ال سلوب نحصل على دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية للمتغیر العشوائي 
الستمر ۲ عندما × = × معطی وهي: 


Pil رد‎ SU ae 
بع متحققان شروط دوال التوزيع‎ (y/ x) نلاحظ بان كل من الدالتين (ز/*) ,ع و‎ 


82 V/X) 205 ۲),ع‎ (20 * 
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۱ لفصل السابع =n‏ 


bai Jeter ye | ر ا ا‎ 


Je. ) بر‎ / x (dy = | a 


نلاحظ بان Je / y)a‏ مشل الاحتفال < 9/۲ > les ۳) > X‏ أن 


PLY =y)=0‏ في حالة المتغير العشوائي الستمر فانه لايمكن لنا أن نستخدم 
طريقة التعریف السابقة في تعریف دالة الاحتمال Sd geggh pt‏ علی أية حال 
سنستخدم التكامل لتعريف هله الاحتمالية. 


مثال 10-7 
لیکن (AY)‏ متغيرين عشوائیین مستمرین هما دالة التوزیع الاحتمالي المشتركة 
الآنية: 
(x? -2pxy+y?’‏ 1 1 
Ee ۱‏ | و = fay)‏ 
P‏ ?)م - 270 


. 00 >, > إماره»‎ > Ol tue 


je! 


ما أن äl‏ التوزيع الاحتمالى المامشية إلى × هى: 


ا ند ١‏ 
<x <%‏ ( "نو )ويه 7 )27(= رف( f(x) > (f(x,y‏ 


فان دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية إلى عندما ‏ = × معطى هي: 


Lo? 2-2 pxy ty? 2 iP Oh -p7 ( 
) 7 ps 
رو مرمع‎ Lede ۸4 رام ندرج‎ ۱ 
7 x (Qn)? xo f2 
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سسس التوزيعات الثنائية 


/ 
Í -=y -px ۸۱-۵۶ ( 


ا a‏ 
|( تم + 2)1) 


, 00 < y > 0 


وهذا هثل توزيعاً طبیعیاً بوسط مقداره («م) وتباين ( *م -1). 
5-7 اختضیرات العشوائية المستقلة Independent Random Variables‏ 
سبق وان ناقشنا فكرة الأحداث الستقلة في الفصل الثاني آثبتنا بان الحدثين A‏ 
و B‏ مستقلین إذا كان P(A B) = P(A)P(B)‏ .وهنا سوف نتطرق إلى الاستقلالية في 
التغیرات العشوائية» ally‏ سیکون ها دورا مهما في دراساتنا التقدمة وخاصة في حال 
نظرية العینات.[2] 
تعریف 9-7 
لسيكة ك قد و رن وران Lig Uk‏ هقان 
(independent)‏ إذا كان : 
a0 ops PEE AEE EEOAE, (7-15)‏ هو ل ل FM‏ 
لكل قيم (y)‏ 
ولكي نبين ob‏ المتغيرين العشوائيين X‏ و۲ مستقلان »نطبق النظرية الآتبة وال 
تسمح لنا باستخدام دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة بدلا من دالة التوزيع 
٠‏ التجميعية الواردة في التعريف (9-7) . 
نظريه 2-7 
لتكن fay)‏ دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة للمتغيرين العشوائيين X‏ و ۲ 
ولتكن OI AO)‏ هما دالتين التوزيع امامشي لكل من 2 و۲ على 
التوالی X OG.‏ و ۲ cp eee‏ عشوائبین مستقلین اذا وإذا فقط کان: 


7 ار‎ CY) sss (7-16) 
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الفصل السايع سس Sanne eee ee‏ و دای 
البرهان 
لیکن × و ۲ متغيرين عشوائيين مستمرين مستقلين فان: 


. 2 م‎ (x )F, 
e PCE (Ez) O 


Ox Oy 1 Ox Oy 
_ OF (x) OF, OF, (y) 
8 By =f (x )f2(¥) 


ولبرهان الاتجاه SV‏ من النظرية نفرض بان BAJI‏ )7-16( متحققة فان: 


i (rt. v)dvdu = | ۳ (u) f, (v)dvdu‏ = ها 


-2-0 -2-0 


[ywah free =a: 


وهذا يعني بان × و ۲ متغيران عشوائيان مستقلان. 

ملاحظة: 

يمكن أن نبرهن بان المتغيرين العشوائيين × و Y‏ مستقلين باستخدام Ulo‏ التوزيع 
الاحتمالي الشرطية وكما يأتي: 

إذا كانت كل من (/),ي و (</)مع قثلان دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية 
إلى × عندما ر = ۷ معطى و لاعندما ×= × معطى وذلك على التوالي. 

وبما أن تعريف دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية هو: 


f(x,y) i (xy) 
g(x l y) === ر / :)رع و‎ ( = 
n iy) 
فان:‎ 
f(xy) ورد‎ (VEX y) 9 f OY) Ef EVI X) res (7-17) 
وبمقارنة العلاقة (7-16)و )7-17( نحصل على أن ۲و ۲مستقلین اذا وإذا‎ 
كان:‎ hi 


. لكل القیم الحقيقية إلى دو نز‎ gy / x) =) × )رق و(‎ / y) =S) 
وهذا يعي بان لكل متغير عشوائي فان التوزيع المامشي والشرطي يجب أن‎ 
يكونان متكافئان.‎ 
مثال11-7‎ 
لتکن دالة التوزیع التجميعية للمتغيرين العشوائیین الستمرین ۲و ۲ هي:‎ 
i se ۷ نت‎ ee T رو‎ 


F(x,y) = 
0 „elsewhere 


» آحسب دالة التوزیع الاحتمالي Ql‏ للمتغبرین ۲ و ۲۷ 
8 آحسب دالة التوزیع التجميعية للمتغیرین × و ۴۷ 

ه بين فیما اذا كان كل من × و ۲ مستقلین ام GY‏ 

الیل 

من الدالة F(x, y)‏ نحصل على دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة وكما يأتي: 


OF) =f (x TE )م‎ Xy 20 
Ox Oy 0 „elsewhere 


وبذلك فان دالة التوزيع الاحتمالى امامشية تكون: 


7 e™ ,X >0 
۶) ( = |)», و(‎ = 
0 „elsewhere 
2 
oa e” yY >0 
POJE NRS 
me 0 „elsewhere 


آما بالنسبة إلى دالة التوزيع التجميعية الحامشية فهي: 
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الفصل اتسایع 9 


0 x <0 
F(x) =F(x,0) = 
l-e* ,x 20 
و‎ 
0 py <U 
F(y) =Fly,o) = l 
Taê” ,y20 


O‏ لميجع قیم و فان الستغرین 
العشوائيين × و lia g. Gndependent) o Wirm Y‏ يؤكد OL‏ : 
(xy) <[,) * (1 )(‏ / لجميع قيم ×ور. 
مثال 12-7 
صندوق يحتوي على )20( شمعة عيد ميلاد )5( منها حمراء ¢ (10) زرقاء و(5) 
بيضاء. سحبت منها عينه تتكون من(5) شموع عشوائيا » وليكن × يشل عدد 
الشموع الحمراء و ۲ يمثل عدد الشموع الزرقاء المسحوبة . 
ه أحسب دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة بالنسبة إلى رو ۲ ؟ 
o‏ أحسب دالة التوزيع الاحتمالي الهامشية بالنسبة إلى ۲ ؟ 


ه أحسب التوزيع الشرطي إلى X‏ عندما ر = ۲ معطى » أستخدم العلاقة الآتية 
لحساب النتائج : 


۱ ۱ a)» rae Se b {a+b 
لجميع قيم 4 > :و 7, و4 فيم‎ ig حيبت ال‎ | xl — x | ص‎ 


صحيحة موجبة وأن + > . 

Jel 

عدد طرق اختیار عينة من احجم )5( من )20( شمعة ۳۹ 
5 

وان جميع هذ الاختيارات العشوائية تكون متماثلة . 
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۳ لسلسم التوزيعات الثنائية 


نفرض ob‏ العينة x‏ هی شمعه حراء ‏ بر شمعه زرقاء فان S-x—y‏ شمعه 
بيضاء . ; 

5 9 2 a 
il = عدد طرق اختيار × شمعة حمراء من العينة‎ 

ا 20008 a‏ 0 
عدد طرق اختيار ر شمعة زرقاء من العينة = ‘ 

: : , 5 
عدد طرق اختيار )= 5-1 int‏ بيضاء من العية <| l‏ 


ولأن اختیار الشموع الحمراء مرتبط مع كل اختيار لشمعة من الشموع الزرقاء 
والتى جميعها ترتبط مع كل اختيار من الشموع البيضاء فإن العدد الكلي للعينات 


10۱] 5 5 e 
لمكنة الي تحتوي شموعاً ره و زرقاء وبيضاء هو : | .- وا و‎ 


لذلك فان دالة التوزيع الاحتمالي SSAA‏ ۲ و 7 هي : 


HES 
ا‎ AE) 
20 
5 
USE نوع‎ SI ex <0 أن 20 ري‎ tee 


ودالة التوزيع الاحتمالي الهامشي بالنسبة إلى ۲ هي : 
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الفصل السابع 


ودالة التوزيع الاحتمالي الهامشي بالنسبة إلى × هي : 


ا 
ES‏ 


y=) 20‏ 
5 
WELT OLS‏ 
ولحساب دالة التوزيع الشرطية بالنسبة إلى X‏ عندما بر = 7 معطی فتكون: 


k 
sarya a X Jey 


10 رل ار زر 
Isy‏ 


Osx لوزت دک‎ >83: oles 


y 


خرين» 
اثبت من خلال مثال(7-8)بان و ۲ متغيرين عشوائيين مستقلين ؟ 
6-7 التوقع للدوال ذات المتغيرين العشوائيين 
Expectations Of Functions Of Pairs Of Random Variables‏ 
في هذه الوحدة سنوسع مفهوم التوقع لكي يشمل التوقع للمتغيرين 
العشوائيين»وسنتناوله من خلال بعض الأمثلة الآتية: 
مثال13-7 
رمي حجر نرد مرتينءفإذا كانت دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة للمتغيرين 
× و ۲ تعتمد على نتالج الرميات »حیث انه اذا كان كلا العددين زوجيين وغير 
متساويين أو فرديين وغير متساويين فإننا غصل على مجموع هذین العددین.آما اذا 
كان احد الأعداد فردي والآخر زوجي فنحصل على مجموع سالب للعددين»وإذا 
كان العددان فرديين ومتساويين فدحصل على القيمة المشتركة التي تمثل العددين » 
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وإذا كان العددان زوجيين ومتساويين فنتحصل على القيمة المشتركة السالبة 
هما.وبذلك يمكن تكوين دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة وكما بأتي: 

لیکن كل من × و ۲ متغيرين عشوائيين الأول يشل نتائج الرمية الأولى حجر النرد 
والثاني بمثل نتائج الرمية الثانية .اذا فرضنا بان تايمثل دالة لمذين المتغيرين 
العشوائیین و ۲ ونرمز ها بالرمز BUCKY)‏ تعرف بالشكل الاتي: 


X+Y if X #Yand X,Yare both even or odd 
-(X +Y) if X is odd and Y is even or op. 


U(X,Y)= 
X if X=Y and X is odd 


-X if X=Y and X is even 


وتكون القيم الممكنة إلى (x, y)‏ بالنسبة إلى (X,Y)‏ كما في الجدول آدناه: 


5 
6 |-7 8 | 9 
| -7 | 8 ۱ ۵ 


وإذا اعتبرنا pee‏ عشوائي جحد ذاته فان التوزيع الاحتمالي له ide jat‏ 
من الجدول coed‏ فمثلا هناك (4)فيم من(36)قيمة تحمل الرقم (5-) 
4 ۱ 
فان ——=) وت P(U‏ وعلة Ke‏ اه الاحتمالات الممكنة وال 
E‏ ۲ وعلية يمكن إيجاد جميع قيم ت والي 


تكون متمائلة باحتمال —— LS s(equally likely)‏ يأتي : 
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الفصل السابع ‏ 
تداس 
be al!‏ م ENEA‏ داك شع يل 
ETF REE EERE RE‏ 
وهناك طريقتان حساب التوقع بالنسبة للمتغير العشوائي LSU‏ يلي: 
5 7 4 2 
تسد )—(410...+ )—() 9-(+ )—(11-= E(U) = > UP(U =u)‏ 
Cae‏ تس ی رس (Oj) UPC a)‏ 


all u 


l 1 I 3‏ 
—-= ل () 6-( +...+ )—() 3-(+ )—(1= ) E(U‏ 
(U) ore, ( (re ( / y‏ 
وان الفائدة من الطريقة الثانية Lad‏ نستطيع أن نتعامل مع Ul‏ التوزيع 
الاحتمالى المشتركة إلى × و دون الحاجة لاشتقاق توزيع احتمالی بالنسبة إل U‏ 
والنظرية أدناه توضح ذلك. 
نظرية 3-7 
ليكن (K,۲)متغير‏ عشوائي ثنائي له دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة 
رز ,)7 ذا (expected) a5 s| SAA YIU SATSI ols‏ للقيمة 
لاءإذا وجد فيعطى بالصيغة الآنية: 


DMV ye )7-18(‏ > ار 9 درل ۶۳ 
i‏ 
في حالة المتغير العشوائي المتقطع. 
أما في حالة المتغير العشوائي المستمر فيعطى بالصيغة الآتية: 
Gere: (7-19)‏ انه If (x,y‏ زرد | O E‏ 
نظرية 4-7 5 


ليكن (X,Y)‏ متغير عشوائى ثنائى له دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة 
TI)‏ وان U =aX tay‏ فان التوقع ال نا 
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سس سس سس سد التوزيعات التنائية 


Nak (7-20)‏ اميد وق قوقع atin‏ روود E‏ هر قر 


var(U) =a; var(X ) +a; var(Y )+2aa,cov( 2 Y ) ...... (7-21) 
(covariance) pled) پسمی‎ cov( X,Y ( =E(XY )-E(X JEO ) حيث أن‎ 
Vg X للمتخرین‎ 

البرهان 

لبرهان العلاقة (20 - 7( نضع : 

زره + g(x,y) =a,x‏ وباستخدام العلاقة (7-19)فان: 


E(U) = E(a,X +a ) = | (ar +a,y Jf (x,y )dxdy 


رن رل 


0 u 


=a, fx |/ (x.y dvds +a, ۳ [f(x,y هر‎ 


00 0- صم موب 


00 


وبما أن (×), £= رك( [S (x.y‏ و =f (Y)‏ عور [f(xy‏ فان: 
£(U) =a, Pr) +a, PhO)‏ حيث أن (x) Say)‏ ,هما الدوال 


الهامشية للمتغيرين العشوائيين لف لخو کستا أن ) E(X‏ = ۲( ) در وان 


-0 


ر 50۲ = «#( «ر) ,رز | ۰ وبالتعويض عن هذين التكاملين أعلاه نحصل على: 
E(U ( =a, E(X ) +a, £(Y )‏ 
ولبرهان العلاقة(7-21) آعلاه نضع : 
U stax tar) 2a, Xa Y aa XY‏ 
وبا N‏ ستخدام العلاقة (7-19) ووضع: 


g(x,y) ==a x" +a, y? +2aa,xy 
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الفصل السايع 


E(U?) = | [(a?x? +a; y? +2aa,xy )f (x,y )dxdy 


اوح کاس 


زعت 022 


(x,y dya sa fy ] (x,y dd‏ 7[ 6ت 


~% 


+2a,a, Í Josx , y )dxdy 


~V ولتت‎ 


= a,” Ea (x)dx + a j (y)dy + 20 | | (x: y)dxdy 


=a, E(X*) +a, E(Y *)+2aa,E(XY ) 
mete 
var(U J) = 5003-800 
=a, | E(X?)~{B(X)} +a | E *(-)80 زر‎ | 
+2a,a,[B(XY )-E(X JE(Y (| 
var(U ) =a" var( X ) +a? var(Y )+2a,a,cov(X ,Y ) 
ملا حظلة:‎ 
هناك حالتان مهمتان يجب الإشارة إليهما:‎ 
MEC +۲ FSD CA PETS فان‎ a, =a, 21 اذا کانت‎ 1 
var( X +Y ) =var(X ) +var(Y ( +2 60۷) XY ) ................ (7-22) 
gel رم زر‎ JAE obara SS ذا‎ 2 
var(X -Y ) =var(X ) +var(¥ ( -2cov( X Y ) sees (7-23) 
14-7 مثال‎ 
نظام الكتروني يتكون من عدة مكونات »وهذه المكونات تخضع للعطل عند‎ 
العمل لذلك ترتبط بمكونات احتياطية تحل محلها حالاً في حالة تعرضها للعطل‎ 
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وتعمل کبدیل عنها مباشرة » وغذا Se‏ أن fe‏ استمرارية العمل للنظام(بقاء 
النظام) بالمتغير + = 7.حیث أن هثل مکونات النظام و لايمشل الکونات 
الاحتياطية .اذا كان × و۲ متغيرين عشوائیین مستمرین ومستقلين وهما Bile‏ 
التوزيع الا te ellen “a ae Jie‏ آن اه ckr‏ 
امحل 

نلاحظ بان كل من الدوال المامشية A(x) = Aer‏ 5 ورم = Hiv)‏ هی دوال 
ات بمعالم ب و Ay‏ حيث سبق di‏ تخت 


l 1‏ 
الإو كد val X)‏ و سك = ( yall‏ 
7 و 
ol‏ نحصل على متوسط بقاء النظام : 


ks E(T) < 5) + 507 ) = +5‏ أن المتغيرين و ۲ مستقلين فان 


0 2 


دالة التوزيع التجميعية المشتركة هما هي: 


f(x ,y) =f ALITY) E “Ae ) 2 ” Xt, V >0 
كذلك فان:‎ 


A,e t dx dy 


[fora 

0 0 

1 Ae ae | رو ميدي‎ Lat 
0 0 2 


cov(X ,۲ )=E(XY )-E(X )E(Y ( وما أن‎ 

فانه بالتعويض عن قيم ) E(X ( E(XY‏ و ) 20۲ frat‏ على أن 
.cov(X ,۲ ( =0‏ 

وعلية يكون حساب التباين للنظام هو: 


E(XY ) = 


var(T ) =var( X ) +var(Y )+2cov(X ,Y ) 
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الفصل السایع 


he AF 0 نا‎ A 
من خلال المثال أعلاه يمكن وضع الاستنتاج الاتي بصيغة نظرية.‎ 
۱ 5-7 نظرية‎ 
اذا‎ . f(x,y) ليكن كل من ۲ و ۲متخیرین عشوائيين هما دالة التوزيع المشتركة‎ 
كان ۲ و ۲ مستقلین فان:‎ 
E(XY ( < ۳۲۲۲ )E(Y ( 
الرهان‎ 
متغبرین عشوائیین مستمرین فان:‎ Vg 1 اذا کان‎ 


REXY ) = | زود‎ (x.y )dedy = | هرد ,۶( ,لو‎ 


-| [anise ا‎ [orice f= رعرع‎ 

ويمكن البرهان في حالة المتغيرين العشوائيين X‏ و ۲ متقطعين بالأسلوب نفسه. 

ملاحظة: ۱ 

اذا كان و 7مستقلن فان WIS ccov(X,Y)=0‏ نستنتج من العلافتین 

(7-22) و (7-23) بأن: 

۷۵7۲۲ X +۲ ) =var(X -Y ) =var(X J VOT Sea (7-24) 
Bivariate Moments العزوم الثنائية‎ 7-7 

سوف نوضح في هله الفقرة مفهوم العزم الأحادي لمتغير واحد إلى العزوم 
الثنائية ودواها المولدة للعزوم»حیث 5i‏ هذه الدوال تعطينا فكرة جيدة عن بعمضص 
الخواص المهمة للتوزيعات المرتبطة بها »وسوف لدرس إحدى هذه اشواص المهمة 
وهي مفهوم الارتباط بين المتغيرين العشوائيين. 


1037 as 
© f(x,y) متغير عشوائي ثنائي له دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة‎ (X,Y) A 
(r,s) 43 JI من‎ (bivariate moment) فان العزم الثنائي‎ 
حول نقطة الأصل » اذا وجدءفيعرف كما يأتي:[2]‎ (X,Y) للمتغير‎ 
BOS لي ارو الو و و‎ ieee (7-25) 


(x yJERy y 


في حالة کون المتغير العشوائي الثنائي (X,Y)‏ من النوع المتقطع. 
أما في حالة کون المتغير العشوائي (2,7) من النوع المستمر فان العزم الثنائي 


Í fx ea a Ge ate go E ee er ee ne ee (7-26)‏ ل 


إن العزم الشائي حول نقطة الأصل EX)‏ سوف نرمز له بالرمز 
,ألم وهو يشير إلى إلى العزم المختلط moment) æj‏ ۵ من الرتبة (r,s)‏ . 

اذا كان 0= ی فان م/م = E(X")‏ ر يسمى العزم حول ikä‏ الأصل للتوزيع 
الهامشي . 

وإذا كان ۲۶0 فان ,وب = E(Y")‏ يسمى العزم حول نقطة الأصل للتوزيع 
امامشي K‏ 

وبشكل محدد کن بمكن أن نعبر عن Hio‏ ف Ho‏ بانهما هثلان التوسطان للتوزیعات 
a are ee‏ 
ا ا المركزي الثنائي 


بالشكل الاتي: 


)7-27( ونه | "لمك "لان سهد رز 
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القصل السایع 
POW) ete (7-28)‏ ی ور 2 كيه 
في حالة المتغير العشوائي الثنائي المتقطع. 
أما في حالة المتغير العشوائي الثنائي المستمر فيعرف بالشكل الاتي: 
ol PANY a (7-29)‏ رت ffo SAh mh CT‏ عن Uy‏ 


عندما r=s=l1‏ فإننا حصل على: 


ig eB LX ABIX) Y EY [ 


~ 


E(X ( EY )}‏ )و +( =B(XY J= EVY E(X )}-E{X ET‏ 
ما آن کل من EAS‏ و EW)‏ ثوابت فان: 
TEA EO)‏ کر ار رن كسار )و کر 
=E(XY )-E(Y JEY ))‏ ,رل 
AOE E (7-30)‏ ی se hada‏ و COVA ill PS‏ 
وهذا يمثل (covariance) padl‏ بين و ۲ . 
ويمكن لنا أن نعبر عن العزم المركزي ,مر باستخدام العزوم الثنائية حول نقطة 
per‏ ,۸ . وعليه سوف نستخدم التوسيع الثنائي الحدين في العلاقة 
)29 - 7( للحصول على العلاقة الآتية: 


رم لس لژ 


r AY r 5 ۱ æ vel 7 
<< را‎ ) [۷ Le u 1 E Y f (x,y )dxdy 
i=0 ز‎ 0۱ JAJ e 
ros 2 S + ۱ ۱ ۸ 4 31) 
= cl روا و رل‎ Bap ‘cs 
i=0 j0 \ EJAJ 


وعلى سبيل الثال اذا فرضنا أن 1= ras‏ سنحصل على: 
مان ألم - ر ۸ = ;44 وهکذا اذا فرضنا أن ]= 2,5 - 7 فسنحصل علی: 


u‏ و 


Holy - 2 My athe 2 Hoto‏ ~ ر ول = ر وا 
تعريف 11-7 
اذا كان كل من X‏ و Y‏ متغيرين عشوائيين لمما دالة التوزيع الاحتمالى المشتركة 
f(x,y)‏ فان iJi‏ العزم المولدة المشتركة( Joint Moment Generating‏ 
Lb (Function‏ في حالة كونهما مستمرين هي: 
)7-32( لمعن ا لمانا كاري ال لي ty) SP Ve‏ اانا 


داس اک 


fy 


حيث أن ,۸ > || وو > || »وان ,8 Ing‏ قيم ثابتة موجبة. 
أما في حالة کون المتغيرين العشوائيين × و 7 متقطعين فان دالة العزم المولدة 
المشتركة طما هى: 


WESTIE, ل‎ E T a (7-33) 


(x F Jeky Y 


حيث أن ,۸ > |,/م| و ر۸ >| olse‏ ,۸ و یم قيم ثابتة موجبة. 

إن التعريف أعلاه يبين لنا بان Myy (lta) = Be")‏ ذا كان التوقع 
موجودا.وعلیه يمكن أن نبين بان دالت العزم امامشية المولدة هما: 

=My (t,) 9 MD‏ رماي My‏ للمستخرین ۲و افلمق 
التوالي. و کذلك يمكن W‏ أن نلاحظ بأنه من خلال استخدام الاشتقاق الجزئي لجميع 
الرتب عند 0 = را / في حالة وجود دالة العزم Mey (tity)‏ وكما يأتي : 


و 


CIM pallies) 


= rls XYY 
at," at,” =) ye f (x,y )dxdy 


E‏ حالة É, =f, =f)‏ فان ]= TT‏ له يكون: 


aM, F ca ۷ من‎ N 000 
لل لل‎ = x! در‎ X, dy 97 A 00 7.34 
eee ee 


ریت رام 


في حالة التغیر العشوائي الستمر. 
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الفصل السابع 5 


ای ع المتغير العشوائي المتقطع فان: 


Att :‏ م 
)7-35( لمع رد ع OOM) LS Lett‏ 
۱ یم Ot," Ot,”‏ 


) بل(‎ y 


وفیما gh‏ مثال على متغيرين عشوائیین مستمرین. 


مثال 15-7 
لیکن × و ۲ متغيرين عشوائیین مستمرین Slo Lab‏ التوزیم الاحتمالي المشتركة 
الآتية: 

a” Ory 
لدعم‎ | 0 elsewher 
إحسب ما يأتي:‎ 


۲ و‎ X دالة العزم المولدة المشتركة بالنسبة إلى‎ ٠ 
دالت العزم المولدة الهامشية؟‎ » 

» التغاير والتباين لكل من TY 5X‏ 

je! 

دالة العزم المولدة المشتركة تحسب كما يأتي 


oO oO 
g Uo 7 dydx = fje ل‎ dydy 
0 x 


1 tx +۷ نز و‎ 
1 سا‎ a d 0 0 


Uae igo 
j Te ats 
Tr, 


œ 1 -x (l~t; - a 
= | er te = 
0) 


6 


is ا‎ 


gor -i -t2 ) 


"l IAS) 


0 
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سل التوزيعات الثنائية 


وبعد إجراء التعويض دود التكامل نحصل على: 


I 
(1 E =i, “fad 
وهی ثل دالة العزم المولدة المشتركة.‎ 
وساب دالة العزم المولدة المهامشية فان من الدالة اعلاه پکون:‎ 
l 


Myy (hate) = 


X دالة العزم المامشية إلى‎ My (1) =My y(t.) =7 ot, < 
t] 
ish, ۲ دالة العزم المامشية إلى‎ My (15) - My (Ost) == sÉ) <l 
المشتقة الأولى والثانية بالنسبة إلى ١او ر٤ للدالتين أعلاه غصل:‎ 
O'My(t) 2 OM, (t,) _ 1 
ee oe O el 
OMy(t,) 6 My (t,) 2 


at,’ = aa ا‎ 


كذلك نأخذ المشتقة الثانية لدالة العزم المولدة المشتركة أي أن : 
OM y y(t) _ 3-34, -t,‏ 
t,t, (1-1,)?(1-t,-t,)°‏ 


وبعد التعويض في قيم المشتقات أعلاه عن قيم ,اورا كل حسب مشتقتها 


نحصل على ما يأتي: 
OM , '‏ 
د a ar‏ 
OM, (t, ' 4‏ 
rE a r‏ 
3M,‏ 
ae EE‏ 
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ie 3-31, -t,‏ وول نوب ته 
0= راد را -t,)?‏ و 1( - 1( Ot Ot, re‏ 
3-0-0 5 
)1-0-0( ?)1-0( 


- 3 5) ۲۲ ( 


cov(X Y ( =E(XY )-E(X )E(Y ( =3-1(2) =1‏ 
ولحساب التباين لكل من و فان: 
va( X ( - B(X?)-{B(X (( 22-01 =]‏ 
2= 26-2۷ "ار ۲))- 2 van?) = E‏ 
ستثبت نظرية مهمة جداً تربط دالة العزم المولدة المشتركة مهوم الاستقلالية 
للمتغيرات العشوائية. 
نظرية 6-7 
X om‏ و Y‏ متغيرين عشوائيين ل هما دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة 
Ey)‏ ودالتي التوزيع الحامشية AG)‏ و («) ی على الصوالي؛ ولتكن 
REM ey tists)‏ ندال العزم المولدة as pdt!‏ للتوزيع.فان × و Y‏ متغيرين 
عشوائيين مستقلين اذا وإذا فقط كان: 
M yy (brits) =M yy (4,0) Mpy (Osby) ees (7-36)‏ 
البرهان 
نفرض أن × و ۲ متغيرين عشوائيين مستقلين فان: 
م كال "الم لكر Mei tyke"‏ 
رج ة, 0) y‏ عر كا (0, p(t‏ کب 
وهذا يعني انه اذا كان كل من AX‏ و ۲ متغيرين عشوائيين مستقلين فان دالة العزم 
المولدة المشتركة يمكن تحليلها إلى حاصل ضرب دالت العزم المولدة الهامشية . 
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ولبرهان الاتجاه الآخر نفرض أن دالة العزم المولدة المشتركة تكتب بالشكل 


VM xc tod و الاوك ره‎ ad Fi noes تا‎ aa 


€ حالة کون و 1 متخرین عشوائین مستمرین فان كل واحد منهما له دالة 
عزم مولدة وحيدة وکما يأتي: 


رز Uy MO) DOE‏ 
وبالتعویض عن هاتين الدالتین في دالة العزم الولدة المشتركة نحصل علی: 


val val 
x a 


Mice th) = | yen AEA و‎ Vv aay 


-£ -r 


وبما أن ey (ists)‏ ۷ هی دالة العزم المولدة ات كه فإنها حسب التعریف 


O كني الور‎ | eee OE و‎ ESE (7-37) 


وعلية من وحدانية دالة العزم المولدة المشتركة نحصل على: 


E (7-38)‏ ا ا ل IEEE‏ 
وهذا يؤدي ال Pg Ol‏ فر ae‏ انون لن 
مثال 16-7 
ليكن ١‏ و ۲ متغيرين عشوائيين متقطعين هما دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة 


الانية: 


اه 


o‏ دالة العزم المولدة المشتركة إلى رو ؟ 
o‏ دالت العزم الولدة الهامشية؟ 
© التغاير بالنسبة إلى و 1؟ 
ja‏ 
نحسب دالة العزم امزلدة الشتركة وکمایلی: 
l l2‏ و 1 ا- 21 1 Í -) t; +t‏ 134 / 
M yy (tit) 2۵ S e E l une Be‏ 
ولحساب دالت العزم الهامشية: 
“f, I -21‏ 1 1 
a 2 j‏ ور Mgal‏ 
I‏ 


1 2 
M ۲ t,,0 ديت‎ ay م‎ e!? 2 
XY (t ) + مب + س‎ 


"2 


OM yy (ists) -le of tt) _ 22ے ا‎ 


Ot, 2 3 6 

OM بر بر‎ el L Leu pler- „ion loe 
Ot; 3 3 6 6 

O M ey او‎ af tte) af ten 
Ot Ôt , 3 3 
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الفصل السایع 5-3 


1 ae Cae J 
Gs” na ee | E GES 
Ot, dt) =f =0 
t OM y y CEAI 
a nee فس‎ =U 
ty جع رال‎ =0 
OM eet t ats) aif 
ni E م‎ 3 
ols ۳ 
۱, < و‎ 


Hy) =0‏ الاب Y ) = Ly‏ 2 )60۷۷ 
Myy (tpt) #M yy (1,0) My» (0,t,) Ol Logs‏ فان و۲ یر 
1۳ مستقلين. 
ملاحظلة: 
من المثال oe‏ > بان التغاير Ea‏ الاحظ أن 
8-7 معامل الارتباط The Correlation Coefficient‏ 
سنثبت في هذه الفقرة مقياس مهم من القاییس التي توضح العلاقة بين 
cre‏ مدای التي سبق وان درسنا a‏ ك العلاقة 5 T‏ 
به. 
تعريف 12-7 
معامل الارتباط بين المتغيرين العشوائيين × و 1 يرز له eile‏ روم ويعرف 
بالصيغة العالية:[2] 
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الفصل السایع ا و اک ات تست 


OE mS ۱ 
اک‎ 
۱ fvar( X ) var ¥ كر‎ hae wary JV 


var( X ( <0 موجودة وان‎ var(Y ) و‎ var(X) و‎ cov( XxX ,Y ) حيث أن‎ 
va(Y ( <0 و‎ 

ويسمى أحيانا بمعامل ارتباط (Pearson)d py‏ ولتبسيط التعامل معه نرمز له 
بالرمز م »ولدراسة هذا المعامل ومعرفة حقيقة مايقيسه سوف نتطرق إلى بعض 
الخواص المهمة له من خلال النظريات الاتية. 


نظرية 7-7 
اذا ols‏ ۲و ۲متخبرین عشوائیین مستقلین » فان 20م ویشال عن sp peed‏ 
بأنهما غير مرتبطین. 
البرهان 


من BAI‏ )7-39( والنظرية )5-7( وبا OT‏ 2 و ۲متخرین عشوائیین مستقلين 
فان 20 ل ۲, 00۷)۸وعلية فان 0<م . 
ولابد من التأکید بان العکس هذه النظرية لیس صحيحاً بشکل عام.وذلك لأننا 
یکن أن نحصل على 0= م ولکن المتغيرين العشوائیین لیس مستقلین.(الثال 7- 
6 )یوضح ذلك. 

نظرية 8-7 
CY‏ متغيرين عشوائيين و ۷ فان معامل الارتباط » اذا وجد؛ فتكون له القيمة 
بين 10-1 وبعبارة أخرى يكون 1 > م > -1 . 


البرهان 
نفرض أن: 
U =X -E(X)‏ 
V =Y -E(Y )‏ 
E(UV‏ 
وان le‏ متاخ 


“زر مر {EU‏ 


i 

bh 

Go 

N 
1 


التوزيعات الثنائية 


ولتكن الدالة التربيعية الآتية بالنسبة للمتغير /هی: 
z(t) =B\(U +۱۷ )?\=B(U?) +2tB(UV (+ 0 S (7-40)‏ 


من الواضح بان 20 z(t)‏ لجميع قيم 1 . 
وإذا اعتيرنا الدالة التربيعية 2(t)=at? +bt+c20‏ لجميع قيم .اذا كان 
eet z(t) <0‏ قيم 7 اذا كان المقدار 0> b? -4 ٩٤‏ فانه لا يعطي حل uii‏ 
وإذا لا فنحصل على جذرين حقيقيين للمعادلة 0= (2)4. 
وني حالة 0 > z(t)‏ لبعض قيم /. نضع: 
G28") bH=ITECUY POSE TU)‏ 


2 


{2 B(UV (۱ -4 ۷ 7?) E(U’) <0. 


أى أن: 


ا ۱ 41۳01۷ 


وبالقسمة على EV’) E(U")‏ فصل علی: 
۳ زر -E(X J] -EC‏ ]ما “زر {e(uv‏ 
EV JEU) E(V*)E(U*) 1‏ 


وبأخذ الجذر آلتربيعي للبسط والمقام حصل على: 


{E(UV عدام] ار‎ -E(X J] -EY J) ١ 


) BV?)E(U?) 2 { BW?) BU?) 


2 


ومنها حصل علی: SES ps]‏ 
وهذا يبين بان قيم معامل الارتباط تقع بين clas]‏ ولکن الهم لنا هو ماذا 
يعني وقوع القيم ضمن هذا الدی ويجب ان حصل على تفسير لذلك. 
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\ لفصل السابع = 


نظرية 9-7 
اذا كان X‏ و 7 متغيرين عشوائيين وان PX‏ + يه = Y‏ حبث ان 60 / قيم حقيقية 
و )#9 B‏ )ءفان: 
p=!‏ اذا كان 0< 8 و 1-<م اذا كان 0> ۶ . 


p(y) = a + BE(X) فان‎ Y= eR أن‎ 
va ) = 8 X وان‎ 
. كذلك فان‎ 
pixy ) -B(X (a+ اه(‎ ۰ 
وعا آن:‎ 
B(XY )-E(X JEC 0 


۶ fa X Jvar(¥ 14 


۱۳ (X )+ اک‎ -p(X ) (a+ BECK} 
fva X ) P a 
Ale) (EY) B 

Gi corr ۸ 

. 6 >0 اذا كان‎ p=-] و‎ P>? اذا كان‎ p=! نكون قد أثبتنا بان‎ ee 

ن النظرية أعلاه ثبت لنا بأنه اذا كان للمتغيرين بن العشوائيين علاقة خطبة تامة 
ا العکس لماهو] أيضا صحيح . أي أن اذا 
كان 607 فان للمتغيرين علاقة خطية يرتبطان بهاء | آي a+ PX of‏ = ۷ 

pig كان التغيرين المشوایین مستقلين فان معاسل‎ sah, نلاحظ‎ LS 


يساوي صفراً fre ae‏ متوسط القيمة الحسوبة لقيم | النهايات التي یاخذها معامل 
Bie!‏ 
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سحت التوزيعات انناف 


مثال 17-7 
ليكن X‏ و Y‏ متغيرين عشوائين مستمرین هما دالة التوزیع الاحتمالی اس کر 
الآتية: 


۱ ان‎ + FE sD? <0,|6|>1 
pee + 0 „otherwise 

أحسب مايلي: 

* دالة التوزيع الاحتمالي الهامشية إلى gy X‏ 

۲1 والتباین للمتفرین رو‎ bale 

© معامل الارتباط بين المتغيرين بو ۲۲ 

jel 


لساب الدالة الهامشية بالنسبة إلى لى المتغير بر : 


E e y)dy = fe et [140(2e% - -1) ه[‎ 
=e (feo +0(2e~ yar هرس‎ be" 30 


وهذا يمثل التوذيع el‏ القياسي حیث Lol‏ 
E(X) _yar(X) =!‏ 
وبنفس الأسلوب نحصل على دالة دالة التوزيع الهامشية بالنسبة للمتغير Y‏ وهى 
۸ )1- و2 )رر و fly) = oo‏ 


0 


=e” (ja +0(2e? -[ ( ۳29 هر‎ |e” 7 >0 
0 0 


LO 


BOY Svar yal 


x 


E(XY ) = | pof (x,y Jaxay 
0 0 


5 ۳ xx fe "ydy + 0 fx ی نوم‎ dy [y(2e°" -e Jay 
0 


( 0) 0 


رگن 


Í l 4 
Bae SN Ons maa ee 
ومن العلاقة )7-39( وبا أن:‎ 
cov( Y ) = E(XY )-E(X JEO ( - )1 +28) -(1)(1) = 59 
pn DLE اا‎ ale, 


cove X ,Y ) 
P=Pyy = IZ 
fvar( X ) var(Y ) ۳ 


Í l 

agepan E Gah ore 

ky‏ أن | ا 
ملاحیْلة: 


في حالة التعامل مع معامل الارتباط کمعامل لعينة من المجتمع ۰ فاننا نفرض بان 
لدینا الشاهدات الاتبة: 


E‏ ارا ارو وهي تمثل مكنا da‏ انت مستقلة للمتغير 
ا 
اذا كان: 


۲ n 2 7 n j n 
و ورتم تک‎ 
71 rel 71 iz H زب و‎ 
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] ل‎ ۳ ۳ ۱ 1 < wh we 
Se a AN E TEL mel =yy وال‎ 
i=l i=] 


وعلية يمكن تعريف معامل الارتباط للعينة كما يأتي: 


حيث نسمي رک تغاير العینة(00۷۵۲1۵006 (sample‏ . 

ومن خلال إجراء تعديل على تباين العينة باستبدال (7-1) Je‏ يمكن لنا أن 
نضع صيغة سهلة للتعامل لحساب معامل الارتباط من خلال تعويض القيم أعلاه 
وإجراء بعض الاختصارات في العلاقة )7-42( فتحصل على: 


4 
2 TAR 
i=l 


(Six? -mS y ny 2 كر‎ 
i= i=l 
نحصل على‎ Y ==% و رز‎ X =—) x, ee و سعويص‎ 
i=] i= 
R OD Bae, 
pos i i (7-43) 


0 


n n Y, n n 
| aa -Sa ۱ {| Sv? So | 
i=] i=] i=] i=} 


نلاحظ of‏ العامل ” تكون قيمه محصورة بين 1-و1 وهو بذلك يشابه إلى 
معامل الارتباط م .أي أن القيم 1+ حصل عندما تقع النقاط (x,y)‏ على الخط 
المستقيم بشكل يجعلها تعبر عن هذا الخط بشكل كبير:ومعنى آخر إنها تتقرب لتشکل 
هذا الع وتکون العلاقة ا بین ۶ و ز. 
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الفصل السابع 


مثال18-7 


احسب معامل الارتباط لقيم التخیرین العشوائیین و Y‏ ا موضوعة في احدول 
‘Ual‏ 


وبتعويض المجاميع التي حصلنا عليها في كل عمود من الأعمدة أعلاه حصل: 
)105.0() 132.4(— ) 136107537 

{13 (1362.04) -(132.4)° 1 (13(852.56 ) -)105.0(* 1 

0 77.81 0 

1117611628 

نلاحظ بان قيمة معامل الارتباط للعينة 0.77+ - r‏ تكون موجبة وهى تبين أن 

الارتباط بين المتغيرات العشوائية 2 و ۲ يكون ارتباطاً قوياءوبما Re of‏ معامل 

الارتباط القصوى تكون محصورة بين 1-و1ءوان 7 لا يصل إلى هذه القيمة الا اذا 
كانت جيع النقاط تقع على الخط المستقيم وتمثله بشكل تام. 


کک 


+0.77 
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9-7 التوقع الشرطي Conditional Expectation‏ 
إن دراسة المتغيرات العشوائية ذات البعدين تجعلنا نهتم بدراسة التوقعات 
الشرطية هذه المتغيرات .حیث تحسب من خلال توزيعاتها الشرطية» فمثلا دراسة 
العلاقات بين الزيادة في سکان جتمع معين والارتفاعات الحاصلة فيها ومن ثم فهي 

تمثل التوقع أو متوسط هذه الزیادات في السکان. 
(oes‏ 
لیکن × و۲ متغيرين عشوائيين » ولتكن (/۲),ع تمثل دالة التوزيع الاحتمالي 
الشر p.d. fab‏ 60201110281)بالسبة parol‏ × عندما بز = ۲ 
معطی. فان قيمة التوقع الشر (conditional expected value), gb‏ 
للمتغير × عندما بر = ۲ معطى هو: 
)7-44( ماسو ندم اناا aes‏ تمي ال ان BORIS) Se‏ 


all x 
في حالة المتغير العشوائي من النوع المتقطع.‎ 
ويكون:‎ 


E(X 7 ۲ =y)= [xg,(x/ نز‎ OE O SEES (7-45) 


في حالة المتغير العشوائي من النوع المستمر. 

وبالأسلوب نفسه يمكن لنا أن نعرف التوقع الشرطي للمتغير ۲عندما 
× = × معطی وهو: 

۶1 ار‎ E DL (7-46) 


all y 
في حالة المتغير العشوائي التقطع. أما في حالة کون المتغير العشوائي من النوع‎ 
معطى هو:‎ X = عندما×‎ Y المستمر فان التوقع الشرطي للمتغير‎ 


E(Y / X =x) = |yg,(y/x)dy ا‎ ET, (7-47) 


= 
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القعضيل ی ا 


ولتعميم اخالات os]‏ سنعتیر الدالة aX)‏ دالة للمتغير X‏ »و ade‏ تعرف 
التوقع الشرطى للدالة ACK)‏ اذ! وجد بالصبغة الآتية: 


D ET EP TE ET (7-48) 


all x 
حستمر شيف ف التوفع 18 تصحه‎ 
Eth(X ) / y j = ese: ERS (7-49) 


وبالأسلوب نفسه نستطيع حساب التوقع الشرطي للدالة AY)‏ كدالة للمتغير 
العشو ار 


وعندما تكون AL) = x"‏ فان التوقع الشرطي الذي يقابل هذه الدالة هر 
ees‏ 
)7-50( 3ب 00 EIT‏ 


all x 


Ei e BOY 7 ya g : t à | + ? ۲ 


وبالا سلوب tend‏ نحسب العزم الشرطي من الرتبة 4 للمتغیر حول نقطه 


م Tr 7 A‏ 25 ۳ 5 يم 1 5 H 8 - fe‏ 5 - 
تاد و 7 متصرین عشوائيين متقطعين هما دالة التوزيع الاحتمالی یس وه 


CN MIT زليه‎ iy لقاع‎ 51 
Q (otherwise 


ae ce, EE Me |‏ ی 6 
| چست كم انسر صی لمت 2 X‏ عرزل ما F ER‏ 


احل 
للحصول على دالة التوزیع الاحتمالي الشرطية للمتغير العشوائي × فان: 
(x,y) eR +0) 267 -1)(2e™ =1)‏ 
y) as ie a i | =‏ 7 )8 
Fal DY €‏ 
=e" [1 +0(2e™ -1)(2e” -1)}‏ 


وبذلك يكون العزم الشرطي من الرتبة «هو: 


5) 1۲۲/۲ =y)= E EI 
0 


=i -0 2e7 -1)} fx "e “dx +20(2e” -1) fx "ed 
0 0 


=r! [1 -0-(2e” -1)(1-2™)}‏ 
وبشكل خاص عندما يكون 1 - فان: 
E(X /¥ =y) =1+20-0e”‏ 
ولحساب التباين الشرطی إلى × عندما ۷ معطی فان: 
ار یرد va(X /Y =y) =E(X°/Y =y)-{B(X /Y‏ 
7ع ق N ~(0-@ je”‏ 
4 2 
ملاحظة: 
إن he ELXY/Y=y)‏ التوقع إلى × عندما يكون اسحدث ۲ معطی.وهو بشكل 
عام دالة بالنسبة إلى y‏ 
وتمثيله Like‏ يسمى المحدار curve) gahl‏ 010 من X‏ على by Y‏ 
حالة =x)‏ × / 8)۲ فیسمی انحدار المنحنى 7 على × .والرسم البياني(7-7) آدناه 
يظهر هذه rues‏ 
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الفصل السایع 
ملاحظة: 
ه نلاحظ من النظرية(10-7)بأنه اذا كان الاحدار خطياو0-م فان 
قيمتي /y)‏ )و ٤)۲ /x)‏ مستقلتين وتعتمدان على زو علی 
التوالي. 
ole ©‏ 2۱02/۱ یعتمد (te‏ ز.حیث أن مستخیر عشوائي 
للمشاهدات.فان y}‏ /(/217)2 يمكن اعتباره نفسه متغير عشوائي ومن 
ثم يكون التوقع له هو |(« / ELE W(X)‏ ويسمى التوقع 
(Iterated Expectation), Sl!‏ 
نظرية 11-7 
ee‏ ()متغير عشوائي ذو بعدين و dlg h (Y) aA X)‏ للمتغيرين 
× و 1 على التوالي. فان: 
RS PSS ESE (7-58)‏ اتات 
3 ۱ 
EL E{h,(Y )/y}|=E(aY )}‏ 


البرهان 
سوف نبرهن الجزء الأول معتبرين أن و ۲ متغيرين عشوائيين مستمرين. 


f(x,y Jax 
Fv) 


dehy‏ التوقع بالنسبة إلى ۲ فان: 


ec رو[‎ ) ۲ = ۳ 


۱ Tey را عار‎ | 
]م‎ B{h(X)/y} I= ار«‎ | [ne EHE ay 


لقع رن 


= | E (x,y Jdxdy 


لس 0- 


- 244 - 


التوزيعات التتانبه 


۶] E{h(X)/y} |= fn] 


oO 


PERJE) ۳ 


ی 


z i hy (XI ) عد‎ Jade sss (7-59) 


وبما أن (:3) كر هي دالة التوزيع الاحتمالي المامشية بالنسبة إلى ۲ فان : 


E[E{h(X)/y}]= fax U(x Jax =E{h(X)} 


وبذلك يكون البرهان قد تحقق. 
مثال 20-7 
اذا كان × و N‏ متغيرين عشوائيين » وان دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير N‏ هي 
م = ()7 حيث أن =n)‏ )وان التوسط لها هورم والتباین ,تو ۲ له 


التوزيع الثنائي الشرطي رو > g(x/n)‏ وان E(X /n)=np‏ 
وان (م - )27۵2 )1 var(X/‏ ۰ احسب التوسط والتباین بالنسبة ال ؟ 
je!‏ 

BX) SEES SS (EO rw 


all n 


= Fn) ie =P ay 


all n 


EOX JAR Ek Tn) =F ex Ty) 


all n 


= 3f (n) val X /n) +{ EX / n) | 


all n 


= 2 (a) {np - p) +n? p"} 


» n 
app) ep oa) 
va(X )=E(X") - ) 5) 1 ۷" =p(l—p) Hy +p oy” 
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الفصل السایع 


تمارين الفصل السابع 
1. إذا كانت دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة (.0.0.[) للمتغيرين X‏ و 7 هي كما 


يأتى : 


اوجد: 1- دالة العزم المولدة لكل من X‏ و ۲ ؟ 
یی ا 


E ۱ ess oD‏ التوزيع الثنائى الحدين (Binomial dist.)‏ ؟ 


ود كات داه التوزيع الاحتمالي الثنائية (Bivariate p.d.f)‏ للمتغيرين 


0 ‚otherwise 


احسب : 1- ( 7+ -Y ) -2 SE(X‏ ۲۲ 3- احسب التباين للتوزیسع 
SY aX (Marginal Dist.) eal!‏ 4-احسب معام ل الارتباط 
(Correlation cof.)‏ بين 2 و 7[ ؟ ۱ 
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مص سس التوزيعات الثنائية 


4. إذا كان ۲و متخرین عشوائيين مستمرين Crv)‏ هما دالة التوزيع التجميعية 


ay (Bivariate cd. f) gates 


y,x S0 ,y <0‏ 0 
F(x,y) =‏ 
xy‏ 
(l+x)(l+y)‏ 
اوجد 1- دالة التوزيع الاحتمالي الشركة Syoexrd‏ 
2- او جد الدوال المامشية (Marginal Fun.)‏ ل × و ؟ 


„x,y >0 


3- اثبت إن × و ۲ متغيرين عشوائيين مستقلين ؟ 
5 اذا كان المتغيرين العشوائيين 5 و 7 هما دالة التوزيع التجميعية المشتركة الانية: 


0 ,x S0 or y <0 
F(x, y)= xy 
(+x )(l+y)}. x,y >0 


أو جد دالة التوزيع الاحتمالية ا للمتغيرين 9X‏ .نم او جد دوالهما 
التوزيعية الهامشية»وبين أن المتغيرين العشوائيين مستقلين؟ 
6. اذا كان المتغيرين العشوائيين 2و هما الدالة التالية: 


3 
xy ا‎ aK ARVE 
f(x,y) = 16 


0 , otherwise 
توزيع احتمالي مشتركة؟ .شم اوجد الدوال‎ Ul هي‎ fy) تحقق من کون‎ 
اوحد دالة التوزيع الاحتمالي‎ S التوزيعية المامشية للمتغيرين العشوائيين‎ 
معطى؟.‎ ۲ = y الشرطى إلى × عندما‎ 
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7 اذا ols‏ و متخرین عشوائین وان =a, t+ BY U =a, 4+ BX‏ 7.حبث 
أن ۵ و ره و ,وی ثوابت اختيارية»بين ان معامل الارتباط بين او يساوي 
معامل الارتباط بين × و SY‏ 
8 اذا كان × و لا متغیرین عشوائبین مستمرین هما دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة 
الال 
eg LOO, Ve‏ 
< ( ,5 ) ز 


0 (otherwise 
اوجد دالة التوزيع الاحتمالية‎ SLY اشتق دالة التوزيع ا هامشية للمتغيرين و‎ 
الشرطية إلى × عندما بر = ۲ معطى؟‎ 


= QAR: 


الفصل الثامن 


2-8 التوزيع التنائي الحدين السالب بمتفيرين 


3-8 الاتحدار ومعامل الارتباط 


4-8 التوزيع الطبيمي بمتفيرين 

5-8 دوال التوزيع الهامشية 

6-8 الدالة المولدة للعزم 

7-8 دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية 


تمارين الفصل الثامن 


بعض التوزيعات الاحتمالية الثنائية الخاصة 


الفصل الثامن 
, التوزيعات الاحتمالية الثنانية الخاصة 


SPECIAL BIVARIATE PROBABILITY 
DISTRIBUTIONS 


¢ ۳ 
Ald 


۰ 


1-8 مقدمة 

لقد تناولنا في الفصلین الرابع والسادس بعض التوزیعات الاحتمالية الخاصة 
بالنسبة للمتخیرات العشوائية التقطعة والستمرة على التوالی»وبعد دراستنا في الفصل 
السابع للمتغیرات العشواتية الثائية .لذلك فاننا سوف نتناول في هذا الفصل بعض 
التوزیعات الخاصة بمتغيرين عشوائيين .و نتطرق إلى احد التوزیعات التقطعة ومن ثم 
آحد التوزیعات الستمرة كي نعطي فکرة عن طبيعة هذه التوزیعات وخصائصها 
وآهمیتها في دراسة ظواهر اجتمع الا حصائي.[2] 
2-8 التوزيع الثنائي الحدین السالب بمتخیر 

A Bivariate Negative Binomial Distribution 

لقد أشرنا في الفصل الرابع إلى التوزيع الثنائي الحدين السالب بمتغير عشوائي 
متقطع واحد.ولاحظنا طريقة : إشطافة إلى تعتمد علی توزیم بوسون حبث لاحظنا 
al‏ يتحول إلى توزیع بوسون حسب نظرية (1-4). 

سوف نوسع في هذا الفصل فكرة التوزیع GLI‏ الحدين إلى توزيع بمتغيرين 
عشوائيين متقطعين يمثلان العدلات الزمنية لوقت حصول حدث معين» وان هذه 
الأحداث في حالة كونها تمثل عدد آفراد مجتمع كبير فان كل حدث GY‏ فرد من هذا 
اجتمع سيحدث بشكل مستقل عما يحصل في الأحداث الأخرى ويتبع توزيع 


بواسون. 


- 251 - 


لذلك سنفرض of‏ لدینا متفرین عشوائین هما X‏ مان عدد الا حداث 
التي تحصل لكل فرد من انجتمع بمعدل زمني مقداره 2 . 
وعلیه فان دالة التوزیع الاحتمالية الشتركة للمتغيرين VOX‏ هي: 


PA Hal Seyi A) HDX SBE ai)‏ ره 
eR err‏ 5 
x y!‏ | 
KEPI‏ 


ثم نفرض بان المعدل ۸ يتغير بالنسبة للمجتمع وبذلك يمكن أن نتعامل معه 
كمتغير عشوائي يتبع دالة كاما وكما يأتي: 


-2 


BANE COE AEA ETE 11 )8-2( 


hae‏ أن 0 يعر ار 
وعليه فان دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة للتوزيع الثنائى بمتغيرين عشوائيين 
هما × و۲ تعطى بالشكل الآتى: 


f(xy) = p(X =x,Y = y) = [DPX = x,Y = y1 2 


5 a? ferrari 
F(B)xty!s 


وبفرض أن (» + 2)2 = » فان .2 0( + 2) - ales du‏ فان 


5 5 0 oe ee be nae 5 du 
وبالتعويض عن هذه القيم في العلافة أعلاه نحصل على:‎ a 


ae Peace Sl eek. AN 
a le e ae 
PPRP 2 + 0 (2+a) 
7 B x+y 
O حا 0 و ۱ ا‎ (8-3) 
Pity eta ae بن‎ + 2 1 


لس ست سس سسس يعضى التوزيعات الا حتمالية الثنائية الخاصة 
إن العلاقة اعلاة تمثل التوزيع الثنائي الحدين السالب لمتغيرين عشوائيين. 
1-2-8 الدوال التوزيعية الهامشية للتوزيع الثنائي الحدين السالب بمتغيرين 
إن دوال التوزيع الحامشية للمتغيرين X‏ و۲ Glee‏ حالة التوزيع SL!‏ 
السالب هما كما يأتي: 


ee: B 8-۱-7 
fx) = p(x =x/ 4/8) 2(4 j= a |e رو‎ 


( )1 
ee / A‏ میب 0 
000000 
EtA a (4) ot re i‏ 
\a+i `‏ ز ز+یی۱ ۱ ۶«( )7 
ونلاحظ بان هذه الدالة تمثل دالة توزيع ثنائي الحدين السالب بمتغير واحد 


هو × و ععلمة هي P‏ 
وبالأسلوب نفسه نحصل على Ub‏ التوزیع الاحتمالية احامشية للمتغير 
العشوائى التقطع وكين کما بای : 


g 0 1 ) 5‏ ا ۱ 
E y >On 8-5‏ لشي رن سرا ی شك ۱ 
Loa! (9:9‏ زر TSIEN‏ )1 
وهي بالحقيقة تمثل دالة توزيع ثنائي الحدين السالب بمتغير واحد هو ر وبمعلمة 
aoe,‏ 


2-2-8 الدوال التوزيعية الشرطية: 

بمكن LI‏ أن محصل على دوال التوزيع الشرطية وذلك من خلال 
العلاقتين (3- 8) و(8-5) حيث تكون للمتغیر العشوائي ۲ عندما =y‏ معطى 
وكما يأتي: 


f(x,y) _T(Btx+y)( a+] 0 ۰ J 
/y) = ب لعل ل‎ ....(8- 
N fry) BIT +B) اا ر‎ 


وهذا هو توزيع ثنائي الحدين السالب للمتغيرين :دو نز وبمعلمه هي (BHY)‏ 
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وبالأسلوب نفسه fed‏ على دالة التوزيع الاحتمالية الشرطية للمتغير 
العشوائى عندما یکون =x‏ × معطی وکما ياتي: 


iy) ر‎ ax)" 1 


7 
2 دين 2+ ين ١‏ (8 + بر) [ / 1 ات 


لان 
3-8 الانحدار ومعامل الارتباط 
لإيجاد انحدار × على Y‏ فان:[6] 


ECA y= > g(x/ y) 
EY eh) 
0 X] y +B) ۱۵+ 2 a+ 2 


Ro wS tz s1) (at | j ۳ 
~ (atl) x!T(y+B+l) \a+2 a+2 


وبما أن مجموع جميع الحدود للعلاقة بين الأقواس هو واحد كونها Ul‏ توزيع 
احتمالية ثنائي الحدين السالب بمعلمة (1+مر + 6) أي أن : 


Piper) (ew 7 1‏ ب 
ITED Ga at+2 pre‏ 2 


TT Ee کت‎ eT CTE (8-8) 
a+] a@s+l a+] 


وهذه هی علاقة خطية غثل احدار × على „Y‏ 


Ts ۳۳7 RE Dont MAITE IENEN (8-9)‏ روز 
a+] atl a+]‏ 


sis 


ولإيجاد معامل ارتباط كمع LIPY‏ نستخدم العلاقة في الفصل السابع 


gly )7 - 51(‏ تبین بان معامل pay‏ 2 مر .وکذلك فان الدوال امحامشية LIL‏ 
O, 7‏ 
إلى و هما نفس الدوال» وان 1= Sy‏ ذلك معامل Gy‏ العلاقة 
0 ف 


۷ 


۱ E TT 
: هو سس فإننا حصل على‎ )8-8( 


وهو يمثل معامل الارتباط بين Y X‏ 
وما أن 0< » فان معامل الارتباط بين المتخيرين 2 و ۷ تقع قيمته بين الصفر 


4-8 التوزيع الطبيعي بمتغيرين 


The Bivariate Normal Distribution 
إن التوزيع الطبيعي بمتغيرين عشوائيين مستمرين يعتبر من أكثر التوزيعات‎ 
التوزيع يساعد على دراسة عينات المجتمع التى تتطلب‎ OV است‌خداما وأهمية وذلك.‎ 
متغيرين عشوائیین من حيث متوسطات العينة والتباینات وغيرها.‎ 
داله التوزیع الاحتمالية الشت رکه للتوزیع الطبيمي بمتغیرین‎ 1-4-8 
لیکن و ۲ متغيرين عشوائیین يتوزعان توزیعا طبيعيا من النوع الثنائي فان‎ 
دالة التوزیع الاحتمالية المشتركة هما هي:‎ 


l 1 XxX — u, 
و ا‎ SE 
270,001 - 7 e / Os 


ری دم سین ot‏ ,| مح | دارم 
x y J‏ 


وهذه بالنسبة إلى × -OK<‏ وم > نر . 
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الفصل الثامن سب 


و o; =var(Y ) co? =var( X ) « H, ZEY ) u, =E(X J)‏ 
وان ميمثل معامل الارتباط بين ۲و . 
ومعامل الارتباط بين المتغيرين العشوائيين FX‏ 
2-4-8 التوزيع الطبيعي القياسي بمتفيرين 

إن التوزیع الطبيعي بمتغيرين في العلافة )8-11( یعطینا التوزیع الطبيعي 
القياسى <L> ¿(Standardized Bivariate Normal Distribution) ip pag‏ بوضع 
yu, =p, =0‏ 1= ره = ,ت ويعطى بالصيغة ASV‏ 
i‏ 


f(x,y) -— rap وم2 ل‎ +y’) |e 
Ta 20 
27701 - “م‎ ) 
. باللسبة إلى 7 > ۰0- و 0 > ل‎ 
Las ونلاحسظ في الشکل(1-8) أدناه توزيعاً طبيعياً بمتغيرين‎ 
أن المتغير العشوائى 7يتناقص عندما × يتزايد في حالة‎ Go: ح م و 0.8-= م‎ 2 
قيمة سالبه وبالعکس عندما يأخذ معامل الارتباط قيمة‎ deh کون معامل الارتباط‎ 


و 


الشکل (1-8)یوضح التوزیع الطبيعي بمتخيرين حسب قيمة م 
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إن داله الاحتمال اله للتوزيع الطبيعى کستخبرین ۳ شروط دالة 
الاحتمال من حيث کون 0< (x,y)‏ زوهذا واضح من العلافة (8-11) وکذلك 


يمكن أن نثبت بان : 


| [F (x,y Jaxdy =1 
; ER N ۱ 
من خلال عمل التحويل و = ۷ واستخدام جاكوبي‎ 
: التحويل‎ 
Cu OP 0 
= =g 0 
oy Oy 0 0 x 1 
Ou OV 
فيكون التكامل:‎ 

T I I 1 ? 
[= ۱ | ep جيل‎ - 2 puv +v”) هم‎ 

=p)‏ 0 + رکه زر اس برس 


وبإكمال ا مربع £ 7 أي re‏ 


u? —2 puv tv? =(u-py)? أم - )ند‎ ( 
فإن:‎ 
l 1 
E | exp ast —-pv)- 2 
e 2 21 اد‎ 
FE) 
(u= 
: على‎ þat ye 
dao 
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الفصل الثامن ‏ 
وهذا هو التكامل بالنسبة إلى التوزيع )0,1( على الفترة 00,00 . 
5-8 دوال التوزيع الهامشية 
من خلال إجراء التحويل v=‏ .نحصل على دالة الاحتمال التوزيعية 
امامشية للمتغير العشوائي X‏ وكما 0 


5 1 1 6 H, : 
pore] اس‎ agg عي‎ 
-0 2no(1-p’)? 2) =p ) O, 


-2 pv ا‎ ty? م‎ OS (8-13) 
O, 


وبعد إجراء عدة خطوات وتحويلات فإننا نحصل على الدالة الهامشية: 


TE As (8-14)‏ سيد ی oes,‏ 
o, 2‏ ?)22( 
وبالأسلوت نفسه نحصل على دالة التوزيع الاحتمالي اامشية بالنسبة الى ۲ 
وكما يأتي 1 
i Pod fos 1 (8-15)‏ ا iy) TE DE‏ 
j = 2 O,‏ 
2 272258 ) 
ونلاحظ من خلال العلاقتين اعلاة بأنهما N (4,0; ) OW‏ و N(u,,07)‏ 
على التوالي. 


6-8 الدالة المولدة ajali‏ 
إن الدالة المولدة للعزم بالنسبة للتوزيع الطبيعي بمتغيرين عشوائيين هى: 


M, (tit) =exp Z tt fh کب‎ FAO, +o? و‎ 
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بعض التوزيعات الاحتمالية التنائية الخاصة 


وكما لاحظنا في الفصول السابقة لطرق إيجاد الدوال المولدة للعزوم Lup‏ 
نستخدم الأسلوب نفسه في إيجاد هذه العلاقة من خلال:[4] 


M, )و = رج ,ةا‎ 6۷۳۷۶۲ ) = f fet (x,y )dxdy 


والأمر يتطلب بعض التحويلات مشابه لما أجريناه سابقاً. 
وعليه فان العزوم حول نقطة الأصل من اشتقاق العلاقة(8-16) حيث نحصل 
على: 


ex) =| 


OM eal tity) = 
Or, ١ 
راد را‎ =0 


OM ی‎ ty ts 
g(x?) - Mast | SH +0,” 
l ۱, ر ا<‎ =0 


Wile)‏ ی و 

E XY Es XY 2 = J 

الل E‏ ۲ ۱ و 01,01 | / ( 

= و < الل 
وبالاسلوب نفسه نحصل علی: 
O° My, (t,t)‏ 

E Y = XY 1"2 

(Y) ا‎ H, 

0- عاد را 3 


2 
وبذلك نستطيع أن نحسب التباين وکما يأتي: 
var(X ( =B(X*)-(E(X JJ =o,‏ 
var(Y )=E(Y *)-(B(Y JJ’ =o,‏ 
وكذلك نحسب معامل الارتباط بين × و 7 وكما يأتي: 
Ie CAR‏ 


XY 
0 O, 
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aa‏ حب بت 
7-8 دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية 
اذا كان لدينا المتغيران العشوائيان × و۲ هما دالة التوزيع الطبيعي بمتغيرين 
فإننا نستطيع أن تعبر عن دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية وكما يأتي: 
ار ارت بسني 


0 
2 ..(8-17) 
ss ae a a 


g(x/y)= 7 
6) 2201 -* ° 


بالنسبة للمتغر × عندما Yay‏ معطی. 

وبالاسلوب نفسه فان دالة الاحتمال الشرطية للمتغر ۲عندما ×= × معطی 
تکون كما يأتي: 
ل - (yn,‏ 


( “م26:01 


Í 
ار ۷ #7 )و‎ rr 


3( تم - 0۲2701 


) . (8-18) 


إن العلاقتين اعلاه توضح لنا بان دالتى الاحتمال الشرطی تمثل توزيعاً طبيعياً 
بمتغيرين وان المتوسط والتباين هما هو: 
JOE)‏ )م + يبر رامع به 
O,‏ ? ? 
Oy. (4 pe of, Gers es S‏ 


وهذه النتائج تؤدي إل الانحدار الخطي للعلاقتین وکما پاتي: 


E(X / y) > پم‎ JO af) 


on 
E(Y /x)=p, E =H) 


1 


حيث أن كلا العلاقتین هما علاقتان خطیتان. 
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ب ب سس يعض التوزيعات الاحتمالية الثنائية الخاصة 
ملا -حظلة : 
إن gH‏ التبایرن الق حصلنا عليها أعلاه تودي إلى إنهما يقتربان من السصفر 
عندما پکون معامل الارتباط بين ±1 . 

مثال 1-8 
کات نتائج Job‏ الفیزیاء والریاضیات في إحدى الجامعات تتمثلان بالمتغيرين 
العشوائیین × و۲ على Soll‏ .وآنهما یتبعان التوزیم الطبيعي بمتغيرين بمعالم 
هي 60= O, =8 ۵ H, = 33 » Hy‏ ۰ 6- 6 و 0.7= م اوجد دالة التوزیع 
الاحتمالى الشرطية بالنسبة إلى ۲ عندما 50 = TX‏ 
الل 

O, 
E(Y ريه وام‎ yy 
=55 +(0.7 ) —( 50 -55( = 50.33 


var(Y / X =50) =a} )1 - م١‎ ( =6?(1-0.49) - 6 
00 ae تع لد ای‎ 


V18.36 ل‎ 6 


وهذه القيمة حسبت من جداول التوزیع الطبيعي في ملاحق الکتاب. 


P(50 <Y >60 / x =50) - © دم[‎ 
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تمارین الفصل اثثامن 
. اذا كان کل من × و ۲ متغيرين عشوائیین مستمرین هما دالة التوزیع التجميعية 


التالية: 
yi‏ :02067 


ار 
xy/((l+x)(i+y),x,y >0‏ 


أوجد دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة ثم اوجد دالت التوزيع الهامشيتين وبين أن 
المتغيرين العشوائيين مستقلان؟ 
. إذا كان كل من × و ۲ متغيرين عشوائیین مستمرين هما دالة التوزيع الاحتمالية 
الآنية: 
i 2‏ 
167 
otherwise‏ ,0 
تحقق من کون الدالة هي دالة احتمالية؟ ثم اوجد gllo‏ التوزيع الهامشيتين ودوال 
التوزيع الشرطية هما؟ 
. اذا كان كل من ۲و Y‏ متغيرين عشوائيين هما دالة توزيع نجميعية بمتوسط 
م وتباین *تى.» إذا كان BX‏ + به = 7 .حیث © و 2 وابت. 
اختار 2 و CAB‏ يكون للمتغير Y‏ متوسط يساوي صفر وتباين يساوي واحداثم 
اوجد معامل الارتباط بين المتغيرين؟ 


3 


x 0 <x رای زک‎ pe 2 
f(x,y) = 


+ مر 
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الفصل الثامن 


الفصل التاسغ 


3-9 خصائصس توزيع سكيودنت 


4-9 توزيع فيشر 

5-9 خصائص توزيع فيشر 

6-9 تقارب بعض التوزيعات الاحتمالية 
7-9 نظرية النهاية المركزية 

تمارین الفصل التاسع 


سب ب | ب سس م سس سس سطس توزیعات الا حصاء الاستد لالی 


الفصل التاسع 
توزيعات ا 2 حصا ء ال سند ‏ لي 
INFERENTIAL STATISTICS DISTRIBUTIONS‏ 
1-9 مقدمة ۱ 
سنتناول في هذا الفصل توزعين يعتبران من آهم التوزیعات في دراسة السائل 
التعلقة بالاستدلال أو الاستنتاج الاحصائي والتي ها تطبیقات واسعة جدا في جال 
دراسة امجتمع الإحصائي حيث أن الإحصاء الاستدلالي يتعامل مع التعمیم والتنبؤ 
والتقدير ولذلك فهو يهتم بتطبيق الأساليب الإحصائية في المجالات المختلفة مثل 
الاقتصاد والطب والزراعة والعلوم.أي SEI‏ أفضل القرارات UKA‏ عندما تكون 
المعلومات المتوفرة غير وافية.[8] 
2-9 توزيع ستیودنت Student T Distribution‏ 
لیکن المتغيران العشوائيان الستقلان 7 و 2 »حيث أن ۲ يتوزع توزيعاً طبيعيا 
قباسي( (0,1) ۷ - ۲) و 2 يتوزع توزيع كاي سكوير(”,ير (Z~‏ بدرجة حرية v‏ 
وعليه فان المتغير العشوائي 7 العرف بالعلاقة التالية :]2[ 
1 


12/۲ 


T =‏ له دالة BUSI‏ الاحتمالية التالية: 


-f‏ 3 غ1 

5008 2 ۱ 

f (x) =——4 + 0 > > م‎ 
War) v 


وان علوي SE‏ 
0 
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وعليه نقول بان 7 تتوزع توزيع ستيودنت (او توزيع /) بدرجة حرية v‏ 


القصا التاسع = 


وبعبارة أخرى أن: ,+ - 7 


آن من آهم خصائص هذا التوزيع هي : 
یکن حساب متوسط التوزیع من خلال العلاقة التالية: 


E(T’) =| [vyz “PE Cy iz )dydz 


0 
بما أن التغیران العشوائیان ۲ و 7 مستقلان فان: 
ET) =y E (Y ECA‏ 


وحیث آن ~N(0,1)‏ ۲و ۲<0 EY‏ لأنه هثل متوسط توزيع طبيعي 
قياسي عندما r‏ عدداً فردیاً وعليه نحصل على ان: LTS‏ 


أن توزيع / يكون Whe‏ حول المتوسط لجميع قيم 7 الفردیةآما إذ كانت F‏ 


عددا Cag‏ فان : 
prop‏ 
(vy -2)(v -4)..0V -(‏ 2012 ۳2۷ 
يمكن حساب تباين التوزيع بالأسلوب نفسه حيث أن: 
va(T J)=E(T (‏ ومنها hat‏ علی: 
va T ( =y (y -2)‏ لجميع 2 ٩‏ 
ويمكن تمثيل ذلك بالرسم الاتي: 


م E(T’‏ علما ان r<v‏ 
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الشکل(1-9) منحی توزيع / 


ويتبين لنا من خلال ذلك ما يأتي: 
هنالك نقطة سالبه مناظرة لماءوتتساوى المساحات تحت النحتی من اليمين 
الها ون 
2 ان المنحنى ()/ يقترب من المنحنى الطبيعى القياسى كلما زادت قيمة 9[.۷] 
4-9 توزيع فيشر Fisher Distribution‏ 
لیکن التغران العشؤائيان الستقلان ,و۲ يتوزعان توزيع Gls‏ سكوير 
بدرجتى حرية 3Y:‏ نا على dil‏ ا N‏ هي Sha A S‏ 


IgV] لكان الاحتمالية‎ dX شك‎ EE PT 
Pa 

(v, +y, 

دع كر م لا ا 1 

oe y 2 N 
Eps ۳ £30 

ey 2 

0 ya 


5 


OTs 


الفصل التاسع = 


ide g‏ نقول بان التخیر X‏ يتوزع توزيع فيشر(او توزيع F‏ )بدرجة حرية ,۲و دا 
ویعبر عنه بالشکل T AN‏ 
5-9 خصائص توزيع فيشر 
ان من اهم خواص توزيع فيشر هو حساب المتوسط والتباين للتوزيع وذلك 
من خلال ايجاد العزم للتوزيع »حيث ان المتغيران ,و .1 مستقلان وعليه OM‏ 
وضع :[2] 
لو E‏ ۳ 7 


r rv, +r) arfi, =r) 


وبعد اجراء التبسيط نحصل على: 


pF") la) @rt2r=2)(y, ۰2۴ 
1 id ۲ ۷ ول 3 زا رن‎ ۱ 27) 


H=E(F)=v,f/(v)-2) رم‎ <2 


H ap +2) 
a مه نرم ل‎ 


وعلية حصل على تباين التوزيع: 


Via 24 


1 
1 


۱ 6 Jz ,۷  <4 ثم حسب:‎ 


2v,°(v,+v,-2) 
v رمم‎ =2) w, -4 


ويظهر من المعادلة تبعية منحنى f(x)‏ بالإضافة ل × إل كل من ر۷ voa‏ ولذلك 
تحدد أي نقطة F‏ من خلال ثلاثة معالم: P3V23 Yı‏ (المساحة تحت النحنی على يسار 
النقطة Cpe CP‏ وو Fe‏ 


=var( F) =‏ فى 
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وني الغالب تعطي الحداول الإحصائية قيم F‏ عند p=0.95‏ و099 P=‏ 
والشکل أدناه پو صح ذلك 


الشکل(2-9)یوضح منحني توزیع فيشر 


ويمكن وضع اللاحظات التالية الخاصة حساب قيمة ۶ : 


Í 
I-P w] ۱ 
دم‎ 1 
2 
از‎ ERT 
nee 
E 
PME 


6-9 تقارب يعض التوزيعات الاحتمالية 

أن فكرة تقارب التوزيعات تستند على أساس إمكانية استخدام توزيعيين او 
أكثر في حساب قيمة احتمالية معينة.[9] 

لیکن 2 متغير عشوائي یتبع التوزیع الطبيعي القياسي Z=(x-pwWloio‏ 
وکان × متغير عشوائي يتبع التوزیع الثنائي فان السلوك التقاربي ل 2 هو ما تثبته 
النظرية التالية: 


1 ۷۲0, ( فان:‎ X~ و‎ TA +» N(0,1) 


pq ">> 


- 269 - 


الفصل التاسع ۳ 


وعلية نقول بان المتغير × يتوزع توزیع فیشر(او توزیع ‏ )بدرجة حرية ,۷و ر۷ 
ویعبر عنه بالشکل الاتي: بر . 
5-9 خصائص توزیع فیشر 
ان من اهم خواص توزیع فیشر هو حساب التوسط والتباين للتوزیع وذلك 
من خلال ايجاد العزم للتوزیع «حیث ان التغران ,1 و ر× مستقلان وعليه هکن 
وضع :[2] 
JES)‏ رون ال ECE‏ 


مدر +r) ar‏ ریت2۳ r‏ 
یک Pa‏ سس ی ا 
۳ 2 2 


و بعل اجراء التبسيط نحصل على: 


4 


1 و‎ Pic 
eer) لاع ار ار شید عا‎ See TE 
۷ (Oy Eg عت ری‎ 23 


H=E(F)=v,/(v,-2) v,>2 
v, ,ممم‎ +2) 
۷, )۷ ۰-2۷ بر‎ -4( 


V, < 4 


E(F?)= Va <4 ثم نحسب:‎ 


2v,°(v,+v,-2) 
Es - 22 (v, —4) 


ويظهر من المعادلة تبعية منحنی f(x)‏ بالإضافة ل × إلى كل من vag vy‏ ولذلك 
تحدد أي نقطة F‏ من خلال ثلائة معالم: ,۷ ود رم (المساحة تحت المنحنى على يسار 
النقطة CF‏ 6 ونکتب Fag‏ 


=var( F) =‏ فى 


سس سس توزيعات الا حصاء ال ستد لا لي 


وني الغالب تعطي الجداول الاحصائية قيم F‏ عند 0.95 - م و099 = م . 
والشكل أدناه پو صح ذلك: 


الشکل(2-9)پوضح eH‏ توزيع فيشر 


ويمكن وضع الملاحظات التالية الخاصة بجساب قيمة F‏ 


I 
از‎ Vo 7 
Pwowy 
2 
Doia و‎ 
5 
E 
pra TT 
y 


6-9 تقارب بعض التوزيعات الاحتمالية 

أن فكرة تقارب التوزيعات تستند على أساس إمكانية استخدام توزيعيين او 
أكثر في حساب قيمة احتمالية معينة.[9] 

2 < )- ۸(/ متغير عشوائي بتبع التوزیع الطبيعي القياسي فان:‎ 2 oS 
وکان × متغير عشوائي یتبع التوزیم الثنائي» فان السلوك التقاربي ل 2 هو ما تثبته‎ 
النظرية التالية:‎ 


,۸0 + ل EA‏ و 


lnp NOG 
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الفصل التاسع = 

وعلية يمكن استنتاج ان في حالة 7 كبيرة وم غبر فریب من 0 يمك اعتبار 
التوزيع الثنائي کتفریب جيد للتوزيع الطبيعي. ويعطي التوزيعان نائج اکشر تقاربا 
كلما WES‏ كيرة GV‏ ونكتب: 


2 
=u 


imal لبه‎ <| fe > du 


وما يسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي کون م قريب من 0.5 
وتكمن فائدة التقارب بين التوزيعات في قدرتنا على حساب قيمة الاحتمال من متغير 
مستمر بينما يكون متغير التوزيع متقطع. 

كذلك يعطي توزيع بواسون نتائج قريبة من التوزيع الشائي عندما n230‏ 
و np<5‏ أو 5 > و . 
مثال 1-9 

0 % من إنتاج آلة مایعد تالفاء نأخذ 30 وحدة من انتاج هذه الآلة عشوائيا. 
أحسب احتمال أن يكون هناك وحدتان تالفتان؟. 
الحل 
P(X =2) -(7 e09)” = 0.22‏ 
0.22 = )0.979( )0,17( ور = )2 = P(X‏ 

لاستعمال توزيع بواسون نحسب آولا قيمة المعلمة (معلمة قانون بواسون) 

كالا تي : 

3= )30)(0.1(= زر كروت 2۸ وعلیه فان: 


2 3 


P(X -2( =e -)3* (2 
Central Limit Theorem نظرية النهاية المردكزية‎ 7-9 


لتکن المتغيرات ,ل ,يا ,... X‏ متغيرات عشوائية مستقلة ها نفس التوزيع 
الاحتمالى بتباين ومتوسط محددين. إذا كانت:[9] 
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سس توزيعات الا حصاء الاستدلالي 
S SX torrie A, MST eka)‏ 
=X ++... Xn (n=1,2,...),‏ رو 


فإن ,5 تتبع التوزيع الطبيعي عندما هب . E(S,)=nu ol gy‏ 
و «اده - يه فان : 


۱ S - م‎ 1 =a 
lim ای‎ a s = $b |= e 3 dz 
1 له ۱ رس ا‎ 7 [ 


في الحقيقة فان النظرية Lite‏ عندما تكون المتغيرات المستقلة LAX,‏ نفس 
المتوسط والتباين حتى ولو لم يكن لها بالضرورة نفس التوزيع.ونظرا لأهمية هذا 
التوزيع فقد وضعت له جداول خاصة من اجل 0.01 = » و 0.05 = » ولقيم مختلفة 
من ۷,۲ , 
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تمارین اتفصل التاسع 


. إذا كانت إحدى الشرکات تنتح 0.20 من المصابيح التالفة»وبعد jal‏ عینه ی 
ea ca :‏ من E‏ 2 8 

4 مصباح منها وفحصهاءفما احتمال ان تكون اربع وحدات من إنتاج الشركة 
تالفا؟ 

. إذا كانت درجي الحرية للمتغيرين العشوائيين في توزيع هما 2و3 على التوالي 
»احسب متوسط وتباين التوزيع؟ 

. إذا كان × و یتوزعان توزيعا طبيعيا معيارياً وتوزيع كاي سكوير على 
E Ais‏ وه متیر سر 

۷ s 


. إذا كان ,× متغيرين عشوائيين لكل منهما توزيع كاي سكوير بدرجتی حرية 


= [عندما يكون REE‏ فردياً. 


a To MN ۲ ۲‏ ۲ ۲ 
۷ على التوليءاثبت أن OY SI‏ توزيع فی‌شر بدرجة حرية 
e‏ 


الفصل العاشر 


2-10 المجتمع والعينة 
3-0 توزيع المعاينة للمتوسطات 
4-0 توزيع المعاينة للنسبة 

5-0 توزيع المعايئة للفروق والمجاميع 
6-0 توزيع المعاينة للتباين وتوزيع المعاينة لنسبة تبايني هينتين . 
تمارين الفصل العاشر 


SAMPLING DISTRIBUTIONS 

1-10 مقدمة 

تعتبر عمليات الاستقصاء التي تجري في المجتمعات المعاصرة »من الأمور التي ها 
أهمية كبيرة »وذلك لأنها عطي فكرة جيدة عن توجهات اجتمع الذي نجري دراسته. 

ففي عالم الأعمال تقوم المؤسسات عن طريق مصالح التسويق ومصالح 
البحوث والتطوير بإجراء استقصاءات للإطلاع على توجهات المستهلكين» وفي 
وسائل الإعلام لا يمر يوم دون أن يُعلن عن نتائج استقصاء أجرته مجلة أو جامعة 
حول مواضيع سياسية أو اجتماعية متعددة منها الاستقصاءات المثيرة للجدل حول 
الأراء السياسية للمواطنين أثناء الحملات الانتخابية. فما هي الأسس النظرية 
الرياضية التي تستند علبها الاستقضاءات Lake‏ ؟ أو کیف یک الاستدلال من 
خلال tye oll‏ ما على خصائص امجتمع الذي أخذت منه؟ أن الإجابة على هذه 
الأسئلة و غيرها تتطلب فهم العلاقات الرياضية بين الخصائص المختلفة للمجتمع مثل 
التوسط التباين وغيرهاء والخصائص الناظرة ها في العينة وهو ما ستتناوله في هذا 
الفصل وسيتضمن الفصل دراسة ما al‏ :]9[ 

مفاهيم إحصائية »توزيعات المعاينة للمتوسطات توزيع المعاينة للنسبة»توزيع 
المعاينة للفروق و امجامیع.توزیع المعاينة للتباين و توزيع المعاينة لنسبة تباينين. 
2-10 الجتمع وائعينة Population And Sample‏ 

اجتمع الإحصائي هو جميع المفردات التي تتمتع بصفة ما أو خاصية ما 
مشتركة:وهذه المفردات قد تكون بشرأ أو أشياء أو ظواهر.[8] 


2 


ونلاحظ أن es‏ أو القيم أو الأشياء fe‏ 
قياسها (مجتمع الأوزان» مجتمع آراء الناحبین..) كما أن اجتمع قد يكون محدودا أو 
ما ال قهي ذلك ابزه من الجتمع التي يم 1 ختیارها Ul te‏ آو بصورة عبر 
عشوائية لتمئیل ذلك اجتمم وهي عادة تكون محدودة.ونرمز للمجتمع 
بالرمز N‏ والعينة بالرمز” . 
وهناك عدة أمثلة توضح هذين المصطلحين: 
» ترغب tle‏ معينة بالبحوث السياسية في تقدير نسبة الناخبين المساندين لمرشح 
في الولايات العشر يمثلون اجتمع بینما ال 1000 اخب الستجوبون عقون 
العينة. ۱ 
9 لتقدیر نسبة الکرات داخل صندوق. التي من لون معین؛ نقوم عدد من الرات 
العينة. 
9 قد ترغب الإدارة العسكرية في تقدير الوزن المتوسط للجندي» فتقوم isl‏ 
أوزان عينة من 0 جندي من بين مجموع اجنود (axel)‏ .]9 
1-2-0 الحينة العشوائية 
من أجل أن تکون العينة ممثلة للمجتمم. آحد الطرق الستخدمة هي العينة 
العشوائية نظریا (قد یصعب تحقيق ذلك في الوافع» نقول عن عينة آنها عشوائية إذا 
كان لكل مفردة في اجتمع نفس الاحتمال OY‏ تکون في العينة. تسمی هذه العينة 
بالعينة العشوائية البسيطة. لإنجاز ذلك إما أن نسحب الفردات بطريقة عشوائية أو 
نرقم مفردات امجتمع ثم نحدد العينة من خلال مجموعة من الأعداد تؤخذ من الجداول 
الإحصائية للأعداد العشوائية. 
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توزيعات المعايتة 


2-2-0 معالم المجتمع 


نقصد بعالم اجتمع de got‏ من خصائصه مثل claw gill‏ التباين» معامل التمائل 
.. ومن خصائص المجتمع آیضا طبيعة توزيعه الاحتمالي f(x)‏ كأن يكون طبيعيا أو 

من التوزيعات الأخرى سواء كانت متقطعة او مستمرة. 

ات ی »ونسمي 
کل قيمة د تست اسلا من هذه البیانات بإحصائية الخایشةءونظر پا فآن إحصائية 
لمعاينة هي كل دالة في المتغيرات العشوائية التي تمثل القيم الحصل علیها في العينة. 


3-10 توزيع المماينة للمتوسطات 
پتضمن هذا الجزء متوسط توزيع العاينة للمتوسطاتتباین توزيع المعايدة 
للمتوسطات وطبيعة توزيع المعاينة للمتوسطات. 
1-3-0 متوسط توزيع الماينة للمتوسطات 
إذا كان // هثل متوسط مجتمع ما و × يمثل متوسط عينة مسحوبة من ذات 
امجتمع» OB‏ القيمة التوقعة متوسط العينة EX)‏ يُعبر عنها كما يأتي: در = ECR)‏ 
ولإثبات DLL‏ أعلاه: 


1 ا a / ad‏ 
n=‏ = د | B(X) =EL xi‏ 
n n n n‏ 
2-3-0 تباين توزيع المعاينة للمتوسطات 
بالارجاع. فإن تباين ¥ (تباين توزيع العاينة للمتوسطات) يكتب كما يأتي: 
o?‏ 


oy" = —‏ حيث 7 يمثل حجم العينة. 
n‏ 
ولإثبات لاله أعلاه: 


2 


(R= LS, x)= Er E = no ==, 
2 Fl n 


e 


E EES‏ سس یی ا یسیع 


والحالة أعلاه تقودنا ال BE ol‏ كان ES n‏ حجم عبنهة مسحوبة من ذات 
اجتمع وبدون إرجاع»فإن تباين توزيع العاينة للمتوسطات يكون 


3-3-0 طبيعة توزيع المتوسطات 
ندرس طبيعة توزيع متوسط توزيع العاينة للمتوسطات من خلال احالات 
التالية: 
1. إذا كان المجتمع يتبع توزيعاً HUG? pL yw bow ge Lab‏ معط wd‏ 
السحوية من انجتمع تتبع التوزیسم ا بوتباین * أي أن 
X aN (uo? n)‏ 
2. إذا كان المجتمع الذي سحب منه العينة ذو متوسط ۸ وتباين ”ه لكن ليس 


ae ۲‏ 
بالضرورة ان يكون طبيعيا فان المتغير المعياري XS‏ أي = تؤول إلى 


meme |‏ اا lamers‏ رق emer‏ نا کے و ) 
وتکتب: (,0) 22۷ 2. 

: حظلة‎ We 

في حالة اجتسع محدود والمعاينة بدون إرجاع نستبدل العبارة 


c IN -n 
۳ بالصسارة:‎ 7 
OF TANGI ea [vn 


عملا پستخدم الإحصائيين هذه الصيغة المعحدلة ععامل الإرجاع للا نحراف 
المعياري عندما 20.05 n/N‏ . 
مثال 1-10 


جتمع حجمه 900 متو سط 0 i=‏ و12-<6. أحسب المتوسط والا حراف 
العياري لتوزیم العاينة للمتوسطات فى حالة: 
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ooo‏ توژیعات العاینه 
1. حجم العينة 36= 7. 
2 حجم العينة 64= ۸ . 
3 احسب احتمال أن یکون × محصوراً بين 20,18 في حالة 36- م ؟ 
je!‏ 
1. با أن n=36‏ فان: 20.04 36/900= n/N‏ 
وما أن 2= 212/36 لد < >a,‏ 0.05< 0.04 
=64,N =900 dk 2‏ م فان: 


n/N =64/900 =0.071 >0.05 > جو‎ - 4 i - 2 


X-u 18-20 _ 22-20 2 


2 =—_—=-1 Z, 
` ofNn 6 


]= — = ——— = 
2 12/36 5 
A 206827‏ قاد 32 كه ۳۲۱۵ 
ملاحظة:في حالة 7-64 يترك حسابها للطالب. 
4-0 توزيع المعاينة للنسبة 
لتكن 7۲ تمثل متوسط مجتمع ما غير حدود وموزع طبيعياً حيث P‏ سه 
المفردات في اجتمع ذات صفة معينة» ولتکن Pl‏ تمثل متوسط نسبة المفردات ذات 
الصفة المذكورة في العينة المسحوبة من ذات امجتمع» فان:[10] 
£4 = مقج, E(P')= Up =P‏ 
4 
وعندما P' x N(P,0 p): n230‏ 
ملاحظة: ۱ 
عندما يكون المجتمع محدودا والعاينة بدون إرجاع نضرب في معامل الإرجاع 
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مثال 2-10 
لاحظت إدارة احدی احامعات أنه £ Ae‏ من 100 طالب 4 مذهم حصلوا 
أخيرا على شهادة. تريد الإدارة تقدير نسبة الطلبة الذين يحصلون على الشهادة 
داخل محال يكون احتماله 90% 
امحل 


نفرض أن N‏ كبيرة بحيث آن: 0.05 > n/N‏ وعليه فان: 


P'~N(P,o>.) ری ج‎ = PE د‎ EE 20:05 


<p P09 SP le, ELAS‏ زر نز 
وعليه حصل على: 
z,=-1.64 Z, =1.64‏ 
p=p'tz(o,)‏ 
£0.082 0.4= ( 1.64(0.05+ 0.4 = 
ales‏ فان : 0.9= )0.482< P(0.318 <P‏ 


5-10 توزيع المعاينة للفروق والمجاميع 

لیکن لدينا مجتمعين إحصائيين .سحبنا Lege‏ عینتین عشوائيتين بحيث كانت 
الإحصائية للمجتمع الأول(متوسط او تباين)هي ,5 والإحصائية للمجتمع الثاني 
(متوسط أو تباين)هي ,5 وعليه فان الفرق للإحصائيتين يشل متغير عشوائي له 
التوسط والتباين التاليين:[9] 

ولاك gy hg = Hs,‏ م SO gg‏ ویو اه 

أن طبيعة توزيع العاينة للفرق بين متوسطين هي : 

في حالة 30< n,n,‏ فان توزيع المعاينة للمتغير المعياري للفرق بين متوسطين 
يقترب من التوزيع الطبيعي المعياري. ونكتب: (0,1) 2۳۷ Me,‏ 


- 280 - 


توزيعات المعاينة 
ملاحظة :يمكن التعامل مع جميع الحالات أعلاه أي في حالة الإحصائية كانت 
مثل مثوسط أو نسبة كذلك الاهتمام با جموع بدلا من الفرق بين الإحصائيتين. 
Je‏ 3-10 ۱ 
لیکن المجتمع ۱ 3,7,8 والمجتمع <۳: 2,4 ۱ 
ای او Of‏ 
امل : 
34y, =(3+748)/3 =6‏ 2-3 /2+4) < بم وعلیه فان: 
3= 3- 6= إن Me,‏ 
E‏ ی ای ا 3D)‏ غرون): 
6-10 توزيع الماينة للتباين وتوزيع الماينة لنسبة تبايني عينتين 
إذا كانت يمثل متوسط مجتمع ماو "اک متغير هثل تباين عينة مسحوبة 
بالإرجاع (آو بدون إرجاع من مجتمع غير محدود) حجمها 7 فإن : 


تا E(S?) =y,,‏ عندما 1230 فان: E(S?) xo?‏ 
ولاثبات ULI‏ اعلاه : 
خر میت اه | خرچ یط هد B(S?)‏ 
)6۵-۵ - 


-5 0 (X) + زب‎ [V(X ) +E(X)? | 


2 2 ١ 7 2 1 2 a 
soap ترسك‎ eat“) m0! 3 
n n n 


BS APIS. 25 


2 2 Xn- 
O 0 
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الفصل La‏ سب 
مثال 4-10 
احتمال أن يكون تباين العينة 52 آقل من أو يساوي 10 علما أن تباين المجتمع 80. 
J+‏ 


PCS 20) EP yf S2) = P(S* 2 <x ~ N(u,0)) 


3 


وعلیه فان: oe‏ نت 


4 
2 
0 


ومن جدول كاي سكوير hat‏ 


53> (2 > ,4 )م 


أما إذا كانت لم تمثل متوسط مجتمع ما محدود S? g‏ متغير ite‏ تباين عينة 
مسحوبة بدون إرجاع من ذات المجتمع» فان القيمة المتوقعة لتباين العينة تُكتب كما 
n - N‏ 
يأتى: | —— Si seo‏ ۳ 
ا a ae‏ 


N 0‏ 
عندما ۸۷ كبيرة جدا فان TIE,‏ تؤول الى الواحد. 


وإذا كان لدينا مجتمعان طبیعیان تبایناهما "ره » ره » نسحب من الجتمعين 
عينتين عشوائيتين حجمهما على التوالي M2‏ , ,7 فان: 


Sh eS 
pe Jace Arh So, 


? ? on, -l ;nọ -l 
Sie | Slo ee 


مثال 5-10 


عینتین حجمهما 8 و 10 مسحوبتين من مجتمعين طبيعيين تبايناهما على 
التوالي 20 و 36. ما احتمال أن يكون تباين الأولى أكبر من ضعف تباين الثانية؟ 
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jel 


s| 79 E ۱ n, ۴ 
2 2 =l 2 an] 2 
P(S?>282 =P(2L>2) =P n, OF hw al oi 
l 53 ی‎ 1 n2 ] 
i n=l وی‎ n, -l)o 

si| n, E Bi 

/ ; ee E 

=P n, ~1 Jo, <2 7 J20 
تیا فان |ام‎ Car 
رن‎ -ljo 9 J6 

=P(F,,>3.7) 


ومن جداول توزيع F‏ غصل على: 0.01 < (3.7< و ,۴ ۳ < 0.05 
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تمارین اتفصل العاشر 


1. جتمع طبيعي حجمه 0 سحبت منه ine‏ حجمها 10 ما هو احتمال أن یعون 
تباين العينة آقل من أو يساوي 5 علما أن تباين اجتمع 45. 

2 مجتمع حجمه 0 ومتوسطة 10 وانحرافة العياري 6. آحسب 

3 احتمال ol‏ یکون ۲ محصوراین 16,13 فی حالة  -30‏ ؟ 

4 في شركة لانتاج الصابیح تبين أن عينة حجمها 90 مصباح .بینها 50 مصباح صالح 
للعمل »وترغب الشركة بتقدیر نسبة الصابیح الصالحة للعمل ضمن فترة احتماضا 
80/؟ 

5. إذا كان 7 يمثل متوسط مجتمع ما و77 [te‏ متوسط Lie‏ مسحوبة من ذات 
الجتمم» عبر رياضياً عن القيمة المتوقعة لتوسط العينة ؟ 
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الملاحق 


توزیم الطبیمی 
(الملحق رقم 1)جدول k aw‏ 
(الملحق رقم 2)جدول توزين = 

(الملحق رقم 3)جدول 7 ۷ 
(الملحق رقم 4)جدول توزيع 

(الملحق رقم 5)جدول توزيع t‏ 
(الملحق رقم 6)جدول توزيع ۲ 


مه 


Wi- 
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Standard Normal Cumulative Probability Table 


Cumulative probabilities for POSITIVE z-values are shown in the following table: 


0.00 0.04 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5198 0.5238 0.5279 0.5319 0.5359 
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5586 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 
0.2 0.4793 0.5832 0.58714 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6405 0.6443 0.6480 0.6517 
0.4 0.6554 0.6591 0.6623 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 


: 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 ۰-۰4 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8054 0.8078 0.8106 0.8133 
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 


0.8413 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 
0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 


1.0 0.8438 

11 

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 
1.3 

1.4 


0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 
0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9254 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 


0.9332 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 09418 09429 0.9441 
0.9452 0.9463 0.9474 09484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 


1.5 0.9345 

1.6 

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 
1.8 

1.9 


0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 
0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 


. 0.9772 0.9778 0.9783 C9788 0.9793 و‎ 0.9803 0.9808 09812 0.9817 
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9806 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 09927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 


۰ 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952 
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.99614 0.9962 0.9963 0.9964 
27 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9974 0.9972 0.9973 0.9974 
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.8979 0.9979 0.9980 0.9981 
2.9 0.9984 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 


. 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 
3.1 0.9990 0.5991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993 
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 
3.3 0.9995 0.8995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 
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gatti)‏ رقم 5)جدول 
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حا وس وا ا اا جا i‏ ع جتحت اس اد ور اک A‏ ساح اد re‏ ای رت تقو 
ee ea a H‏ وال یت Fr ۲۳۱ af SA‏ ۲۳۱ ۳۱ ۳۱ بج rq eg Fd eg F4 Fj‏ بح rq cf‏ لم لم de aad HH‏ 
i]‏ 
Sethe |‏ س ی د tee EEES‏ کی سیب ls ec ee ea a‏ و A‏ چ ae me‏ ا چ rm ee‏ ای ی و اس اص واس pA‏ 
bî 1 ut j‏ ليا لس O ET DE‏ ان اليا الس احا ol eiio‏ كا اسلا o oad‏ لا لا ا اح OSHA oh‏ | صا ا لط عا سا هب ات wi 1 i‏ 
ey cae T od e‏ ا لا ee LE‏ ا ل كا اسن ات اله ا اح ارح ا لجاع الع ها سد لا لاقت جع لا mH O‏ لاه ١‏ لم مع 
a tee i‏ ین eH‏ لود للد لت ود oot‏ مسج e‏ لح or-‏ خط MH a‏ كط h‏ لخ تع اشع wm U et cy H‏ جع كنع û hh O wu ch‏ | ته تع 
j‏ کم š č 3 a 1 i‏ و ‘ ۰ . coo i‏ 
i‏ هه ۱ ۱ ۱ Ê Ê î Ê A i Fh‏ ار Pd‏ لير افر هر A A FÊ î A FÊ A A A‏ انيل o A‏ لخن s f f ft f o o f o‏ لفك رلك d œf ma O oi‏ < 
Mi ۱ ۲۳ ۷ ice‏ 
is 1 l)‏ ۱ 
1 ۱ 
NE AAI |‏ د انا nae re‏ اه A E a‏ ل ع لاس ef eq 1 TLR ih eel Pt Sr cle‏ 
تع تع ۱ ۳۱ f‏ شرو بح Wo‏ ون Mh‏ جع لم إن fF‏ انا ma tho‏ إن mi‏ آلا ثلا MD‏ جع Cj‏ إل مح لم أنه to‏ صر ch PF rf TT‏ تمع o‏ امع كت j Mi ed e‏ لت تت 
i‏ ت جع | لم لم لم FA C4 C4 td ti e‏ وح a j f ft ep fH Fı Fı mm mF mh mt CY Fd cy‏ عم a Sorry diese ey oho‏ 
k 1 + ۰‏ ي ۰ 4 + E E.‏ وف E‏ ۰ ۰ 6 ۰ را ۰ و iE‏ | . ۰ 2 
الى FÊ ۳۴ ۳۱ ۳۳۱ ۳۱ ۳ ۳۴۲ ۳ ۳۱ ۳۲ ۳ ۳ ۳۱ ۳۲ ۳ ۳ ۳ ۳۱ ۳۲ ۳ ۱ ۳ ۳۱ ۳۱ ۱ E‏ اليد Wi O f f fH fH f ۲۳۱ ۲۳۱ ۳۱ ۲۳ rA ۳۱ ۳۲ ۳۱ ۳۴۱ mF‏ وه ۱ bey ora‏ 
۲ 1 3 
z ۱ 1 1‏ 
i i j‏ 
mH | wi‏ بتع eg oy ch O‏ برح وتم i o o O a a‏ ار e‏ با O HD H‏ صر e‏ لج m- hom we‏ وص لله ut ۱ wed‏ بم 
ب e ot toh ee een Ê E Û Ge RH ENP Pees ea!‏ اث a‏ بل MAT OM OAM D eni‏ | لم مم E‏ 
تع كع | تيا نيا تیا ثرا GG‏ تيا تيا DD‏ نيا GO O‏ نيا p= op- O‏ سح اسع اسم pe‏ الس الس S‏ الم الحم O Fe‏ نز OM DB MG‏ كذ اتنا ع ho‏ تمع H‏ لم Pat) OTM U ee‏ - 
E Be 8 ۰ ۰ ۰ ©. à ۰ a. a 8 8 1 .‏ ما . ۰ uy‏ 
ea‏ تم r ry rd Cå rq C4 Cd ۳4 oq C4 Of C4 t‏ ۳ ۲ ۲ 3 لب ۲ f oA r Fm PF A ۳۱ A c Fd FY r4Y F4 rA Fd FY Ff ۳4 ۳ Fd E4 ۲ C4 Fd C4‏ ليف m w‏ ا ت۲0 27 3 
1١ Wy t‏ 
j] ۱‏ 3 
l 1‏ 
AE Er e a eee ee ee a e |‏ لاح h m e Ê r‏ للم om om 1 ea e‏ لت o ry‏ لفل oed‏ ارح i HEHEHE m o G d d o d oa‏ 
j‏ سارح ا ان te ates a a for e‏ از ko‏ سج mh em‏ كم جع oh ch ry qm TJ F3 uw ÛÛ UI TI Td mH‏ كيه كنا f‏ له كبا i FH‏ ۲4 سر k‏ 
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5 ماح ۱ أ أن شا لا eR RAO Pee ee‏ أ ل ا لع Citta‏ د عات لم tam‏ ل ام ا يه د Het‏ دي 
a :‏ با تا O û‏ تا ا ییا تا تا سا تا تیا تا تا ٹا تا تا ا تا تیا تیا r3 wm U ee eee pe pe pe pe De pe me m m‏ لس ۳۱ mM ۱ ۲۳۱ FH‏ جم 
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955 POINTS FOR THE F DISTRIBUTION Page 1 


Numerator Degrees of Freedom 
تن‎ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 * 


1 +61 199 216 225 230 234 237 239 241 242 1 
2 18.5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19.4 19.4 19.4 19.4 2 
2 3 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 3 
e 4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 a 
n 5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4,74 5 
o 
m 6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 6 
i 7 5.59 4.74 4,35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 7 
n 8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 8 
a 9 5.412 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.23 3.23 3.18 3.14 9 
t 10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 LQ 
o 
r 11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.55 2.90 2.85 Li 
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.86 2.75 12 
D i3 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 13 
e 34 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 14 
g 15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 15 
r 
e 16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 16 
& 17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 17 
z 18 4.414 3.55 3.16 2.93 2.77 2.65 2.58 2.51 2.46 2.41 18 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2,42 2.38 19 
o 20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 20 
£ 


21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2,42 2.37 2.32 21 
F 22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40. 2.34 2.30 22 
r 23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 23 
e 24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 24 
e 25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2,34 2.28 2.24 25 
a 
a 26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2,32 2.27 2.22 26 
m 27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20 27 
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19 28 
29 4,18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.289 2.22 2.18 29 
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.91 2.46 30 


35 4.12 3.27 2.87 2.66 2.49 2.37 2.29 2.22 9.16 2.11 35 
40 4.08 3.23 2.84 2.614 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2 08 40 
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 50 
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2 04 1.99 60 
70 3.98 3.13 2,74 2.50 2.35 2.23 2.44 2.07 2.02 1.97 70 


80 3.96 3.11 2.72 2.49 2.33 2.21 2.13 2.06 2.00 1.95 80 
100 3.94 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93 0 
150 3.90 3.06 2.66 2.43 2.27 2.46 2.07 2.00 1.94 1.89 150 
300 43.87 3.03 2.63 2.40 2.24 2.413 3.04 4.97 1.91 1.86 300 

1000 3.85 3.00 2.61 2.38 2.22 2.11 2.02 1.95 1.89 1.84 1000 
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95% Points for the F Distribution -- page 2 


Mumerates Degraes of Freedom 


k 11 12 13 14 45 26 17 18 19 
D 1 243 244 245 245 246 246 247 247 248 
a 2 19.4 19.4 19.4 12.4 19.4 19.4 39.4 19.4 19.4 
n 2 6.76 8.74 8.73 8.71 8.70 8.69 8.68 8.67 8.67 
o 4 5.94 5.91 5.89 5.87 5.86 5.84 5.83 5.82 5.81 
m 5 4.70 4.68 4.66 4.68 4.62 4.60 4.59 4.58 4.57 
À 
1 6 4.0% 4.00 3.98 3.96 3.94 3.92 3.91 3.90 3.88 
a 7 3.60 3.57 3.55 3.53 3.51 3.49 3.48 3.47 3.46 
z 8 3.31 3.28 3.26 3.24 3.22 3.20 3.19 3.17 3.16 
o 5 3.10 3.07 3.05 3.03 3.01 2.99 2.97 2.96 2.95 
r 10 2.94 2.91 2.89 2.86 2.85 2.83 2.81 2.80 2.79 
D 14 2.82 2.79 2.76 2.74 2.72 2.70 2.69 2.67 2.66 2.65 1l i 
a 42 2.72 2.69 2.66 2.64 2.62 2.60 2.58 2.57 2.56 2.54 12 
cf 13 2.63 2,60 2.58 2.55 2.53 2.51 2.50 2.48 2.47 2.46 13 
r 1û4 2.57 2.53 2.51 2.48 2.46 2.44 2.43 2.41 2,40 2.39 14 
© 45 2.51 2.48 2.45 2.42 2.40 2.39 2.37 2.35 2.34 2.33 15 
& 
5 15 2.46 2.42 2.80 2.37 2.35 2.33 2.32 2.30 2.29 8 16 
47 2.414 2.38 2.35 2.33 2.31 2.29 2.27 2.26 2.24 2.23 17 
٥ 48 2.37 2.34 2.31 2.29 2.27 2.25 2.23 2.22 2.20 2.19 18 
£ 19 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23 2.24 2.20 2.19 2.17 2.36 19 
20 2.31 2.28 2.25 2,22 2.20 2.19 2.17 2.15 2.14 2.12 20 
ye 
x 21 2.28 2.25 2.22 2.20 2.18 2.16 2.14 42 2.15 2.19 21 
a 22 2.26 2.23 2.20 2.17 2.15 2.13 2.11 2.10 2.08 2.0 22 
a 23 2.24 2.20 2.18 2.15 2.15 2.41 2.09 2.08 2.06 2.05 23 
d 24 2.22 2.18 2.15 2.13 2.11 2.05 2.07 2.05 2.04 2.03 24 
o 25 2.20 2.26 2.14 2.1441 2.09 2,07 2.05 2.04 2.02 2.01 25 
m 
26 2.18 2.15 2.12 2.08 2.07 2.08 2.03 2.02 2.00 1.99 26 
27 2.17 2.13 2.10 2.08 2.06 2,04 2.02 2.00 1.99 1.97 27 
28 2.15 2.12 2.09 2.06 2.04 2.02 2.00 1.99 1.97 1.96 23 
ود‎ 2.14 2.10 2.08 2.05 2.63 2.01 1.99 1.97 1.86 1.94 29 
30 2.13 2.09 2.06 2.04 2.01 1.99 1.98 1.96 1.95 1.93 30 
35 2.07 2.04 2.01 1.98 1.96 1.94 4.92 1.91 1.89 1.88 35 
40 2.04 2.00 1.97 1.95 1.92 1.90 3 89 1.87 1.85 4 ag 
مت‎ 1.99 1.95 1.92 1.89 1.87 1.85 1.83 2.81 1.80 1.78 50 
60 2.95 1.92 1.89 1.86 1.84 1.82 4.80 1.78 1.76 1.75 50 
70 1.93 1.89 1.86 1.84 1.81 8 1.77 1.75 1.74 1.72 70 
BO 1.91 1.88 1.84 1.82 1.79 1.77 + 75 1.73 1.72 1.70 50 
400 1.89 1.85 41.82 1.79 2.77 3.75 1.73 1.71 1.69 1.68 100 
159 1.85 1.82 1.79 1.76 1.73 4 1.69 1.67 2.66 1.64 150 
وود‎ 1.82 4.78 1.75 2.72 1.70 1.68 4.66 3.64 1.62 1.61 300 
4000 1.80 4.76 1.73 1.70 1.68 42.65 4.63 1.61 1.60 2.58 1000 
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£ 2 253 253 253 1 
D 2 19.5 19.5 19.5 18.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 2 
e 3 8.59 8.58 8.57 8.57 8.56 8.55 8.55 8.54 9.54 8.53 3 
n 4 5.71 5.70 5.69 5.68 5.67 5.66 5.66 5.65 5.64 5.63 4 
o 5 4.45 4.44 4.43 4.42 4.41 4.41 4.40 4.39 4.38 4.37 5 
m 
i 6 3.76 3.75 3.74 3.73 3.72 3.71 3.70 3.70 3.68 3.67 6 
n 7 3.33 3.32 3.30 3.29 3.29 3.27 3.27 3.26 3.24 3.23 7 
a 8 3.03 3.02 3.01 2.99 2.99 2.97 2.97 2.96 2 4 2.93 8 
t 9 2.81 2,80 2.79 2.78 2.77 2.76 2.75 2.74 2.72 2.71 9 
0 10 2.65 2.64 2.62 2.61 2.60 2.59 2.58 2.57 2.55 2.54 10 
x 

11 2.52 2.51 2.49 2.48 2.47 2.46 2.45 2.44 2.42 2.41 11 
D 12 2.41 2.40 2.38 2.37 2.36 2.35 2.34 2.33 2.31 2.30 12 
e 13 2.33 2.31 2.30 2.28 2.27 2.28 2.25 2.24 2.23 2-2 13 
g 14 2.25 2.24 2.22 2.21 2.20 2.19 2.18 2.17 2.15 2.14 14 
E 15 2.19 2.18 2.16 2.15 2.14 2.12 2.11 2.10 2.09 2.07 15 
e 
e 16 2.14 2.12 2.11 2.09 2.08 2.07 2.06 2.05 2.03 2.02 16 
5 17 2.09 2.08 2.06 2.05 2.03 2.02 2.01 2.00 1.98 1.97 17 

18 2.05 2.04 2.02 2.00 1.99 1.98 1.97 1.96 1.94 1.92 18 
o 19 2,01 2.00 1.98 1.97 1.96 1.94 1.93 1.92 1.90 1.88 19 
FÊ 20 1.98 1.97 1.95 1.93 1.92 1.91 1.90 121.89 1.96 1.85 20 


F 21 1.95 41.94 4.92 1.90 1.89 1.88 1.87 1.86 1.83 1.82 21 
xr 22 1.92 1.91 1.89 1.88 1.86 1.85 1.84 1.83 1.81 1.79 22 
a 23 1.90 1.88 1.86 1.85 1.84 4.82 1.81 1.80 1.78 1.76 23 
e 24 1.88 1.86 1.84 1.83 1.82 1.80 1.79 1.78 1.76 1.74 24 
a 25 1.86 1.84 1.82 1.823 1.80 1.78 1.77 1.76 1.73 1.72 25 
o 

m 2€ 1.84 1.82 1.80 1.79 1.78 1.76 4.75 1.74 1.71 1.70 26 
7 1.82 1.81 1.79 1.77 1.76 1.74 1.73 1.72 1.70 1.68 27 
28 1.80 1.79 1.77 1.75 1.74 1.73 1.71 1.70 1.68 1.66 28 
29 1.79 1.77 1.75 1.74 1.73 1.71 1.70 1.69 1.66 1.65 29 
30 1.77 2.76 4.74 4.72 4,71 41.70 1.68 1.67 1.65 1.63 30 

35 1.72 1.50 4.68 1.65 1.65 1.63 1.62 1.61 1,58 1.57 35 
40 1.67 1.66 1.64 1.62 1.61 1.59 1.58 1.56 1.54 1.52 40 
50 1.61 1.60 1.58 12.56 2.54 1.52 1.51 1.50 41.47 1.45 50 
60 1.57 1.56 1.53 1.52 1.50 1.48 1.47 1.45 1.42 1.40 60 
70 1.55 2.53 1.50 1.49 1.47 1.45 1.44 1.42 1.39 1.36 70 
80 1.52 1.51 1.48 1.46 21.45 1.43 1.41 1.39 4.36 1.34 80 
100 1.49 4.48 1.45 4.43 1.41 1.39 1.38 1.3 1.32 1.30 100 
150 1.45 1.44 1.41 1.38 1.37 1.34 1.33 1.31 1.27 1.24 150 
300 1.41 1.39 1.36 1.34 1.32 4.30 4.28 1.26 1.21 1.17 300 
1000 41.38 4.36 1.33 1.31 1.29 1.26 1.24 1.22 1,16 1.110 1000 
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